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Introducere

Pana spre sfargitul secolului XIX analiza matematica se limita la studiul
functiilor continue si se baza pe integrala Riemann. Inspirandu-se din lu-
crarile lui E. Borel si C. Jordan, H. Lebesgue a construit in 1901 o teorie a
masurii pe care a folosit-o ulterior, in cadrul tezei sale de doctorat sustinuta
in 1902, la definirea unei integrale mult mai generale decat integrala Rie-
mann, integrala care ii poarta numele.

Daca f : [0,1] — R este o functie marginita iar 6 = {zg, 1, ..., Tn} este o
divizare a intervalului [0, 1], atunci se introduc sumele Darboux superioare
si inferioare prin relatiile:

S(f,0) = sup f(l“)] (@ — Tp—1),
k=1 |*€[Tr—171]

S(7.0) = i 1(@)] - - i)
1 | z€[Tr—_1,21]

Functia f este integrabila Riemann pe [0, 1] daca distanta dintre cele doua
sume poate fi facuta oricat de mica pentru divizari suficient de fine.

Lebesgue a avut ideea de a inversa lucrurile: fie A = {yo,y1,...,Yn} ©
divizare a multimii valorilor functiei f si fie suma

o(f,0) =y Mz € [0.1]: g1 < f(2) < yi})

k=1 E,

unde A(Ej) este “masura” multimii Fj; functia f va fi “integrabila” daca
sumele o au limitd cand divizdrile A sunt suficient de fine. In figura de
mai jos am reprezentat separat, pentru o functie reprezentata prin graficul
ei, sumele Darboux asociate divizarii § = {xg,...,x5} si suma Lebesgue
asociata divizarii A = {yo,...,ys5} :
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Sume Darboux Suma Lebesgue

Ys
Ya I

ya|

Y2

1

Tol T1 X2 X3 Ty T Yo

In figura din stanga, aria poligonului delimitat de linia continu# supe-
rioard, axa Ox gi dreptele y = xg si y = x5 reprezinta suma Darboux su-
perioara in timp ce aria poligonului innegrit este suma Darboux inferioara.
Suma Lebesgue o( f, A) este aria poligonului din figura dreapta delimitat de
linia continua superioara, axa Oz si dreptele y = 0 si y = x5.

Din cele spuse mai sus, constructia lui Lebesgue este posibila doar daca
dam un sens “masurii” multimilor Ej, A(Ey).

In primul capitol al prezentului curs se extinde notiunea de lungime
a unui interval la o clasa cat mai ampla de submultimi ale lui R (clasa
multimilor masurabile in sens Lebesgue) asa fel incat prelungirea sa fie
numarabil aditiva si invarianta la translatii. Vom defini in capitolul doi
functiile masurabile (functiile pentru care contraimaginea oricarui interval
este o multime masurabila) si dintre acestea vom identifica, in al treilea
capitol, pe acelea care sunt integrabile in sens Lebesgue. Se vor studia pro-
prietatile clasei functiilor integrabile si ale integralei. Spatiile LP, studiate
in capitolul patru, vor furniza exemple remarcabile de spatii Banach. Vom
prezenta teoria seriilor Fourier in L?([—m, 71]). In capitolul cinci vom extinde
méisura gi integrala in R? si R®. Misurile reale si teorema lui Radon-Nikodym
de reprezentare a acestora vor face obiectul de studiu al ultimului capitol.



Capitolul 1

Masura Lebesgue pe R

Un interval de numere reale este o multime J C R cu proprietatea ca, pentru
orice x,y € J si pentru orice z cu x < z < y, rezulta ca z € J.

Fie J un interval si fie a = inf J §i b = sup J; atunci (a,b) C J C [a,b],
unde (a,b) ={r e R:a <z <b}sia,b] ={zreR:a<z<b}. Daca
a = —oo sau b = 400, atunci intervalul J este nemarginit; daca a,b € R, J
este unul dintre intervalele marginite (a, b), (a, b], [a,b), [a, b].

Fie J familia tuturor intervalelor (marginite sau nemarginite) din R;
pentru orice interval J € J vom nota cu |J| lungimea acestui interval (|.J| =
+oo daca J este nemarginit). Vom conveni ca ) = (a,a) € J si atunci

0] = o.
Daca Je Jsiz e Ratunciz+J ={x+y:yeJ} e Tsila+J|=|J|
Intrebarile la care dorim s& raspundem in acest capitol sunt:

1). Exista o functie de multime A definitd pe familia tuturor submulti-
milor lui R, P(R), care sa verifice urmatoarele proprietati:

a)' A (U?],O:]. An) = Z:,O:l )‘(A”)7V(An) g P(R), ATL N Am = (Z),VTL 7& m,
b). A\(J) =|J|,¥VJ € T,
¢). Mz + A) =\A),VA CR,Vz € R?

Precizam de la inceput ca o astfel de functie nu exista. Atunci se impune

o a doua Intrebare:

2). Care este cea mai ampla clasa A C P(R) la care putem prelungi
functia de lungime a intervalelor astfel incat prelungirea sa verifice cele trei
proprietati de mai sus pe A ?
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1.1 Masura multimilor deschise

Fie Z C J familia tuturor intervalelor deschise (marginite sau nemarginite)
din R.

1.1.1 Lema. Fie {I,:pe N} CZ.
(o.9)

1). Daca Iy C U Iy, atunci |To| < 3702, |1y
p=1

[e.e]
2). Daca U I, Clo siI,N 1, =0,Yp #q, atunci 37, [Ip] < |Io|.
p=1

Demonstratie. 1). Daca unul dintre intervalele I,,, p > 1 este nemarginit
atunci |Ip| = 400 gi astfel inegalitatea este evident verificata.
Presupunem deci c&, pentru orice p > 1, I, = (ap, by) este interval marginit.
a). Daca primul interval Iy = (a,b) este marginit, atunci, pentru orice
e>0,[a+eb—e]l CUyzZ (ap, by) sideci exista pg € N* astfel incat

Po

(%) [a+e,b—¢] C U(ak,bk).
k=1

(Dacé nu, pentru orice p € N* existd x, € [a+¢,b—¢] \ Ur_; (ax, bg). Sirul
(zp)p fiind marginit admite un subsir (3, ), convergent la un € [a+¢,b—¢].
Fie atunci p; € N* a.i. = € I,; deoarece I, este vecinatate a lui z, exista
p2 € N*,pa > p1 ad. x, € I, oricare ar fi p > pa. Deoarece p1 < p2 < ky,,
. k
aceasta contrazice insa z,, € [a+¢,b—¢e]\ U2 (ak, br).)
Relatia (%) ne permite sa reordonam familia finita de intervale {(ag, bg) :
=1,---po}al a1 <a+e<b—e <by. Atuncib—a—2e <by, —a; <
20 L k) < 32721 k|- Deoarece € este arbitrar pozitiv,

)
b—a=I| <3 IL.
p=1

b). Daca Iy = (a,+o00) atunci, oricare ar fi n € N, (a,n) C U2, Ip.
Folosind punctul precedent, n —a < >~ [Ij| de unde > ;2 |I;| = +o0 =
[Lol-

La fel se face rationamentul si in celelalte cazuri posibile pentru Ip.

2). Daca Iy este nemarginit, atunci [Ip| = +o00 > 3372, |I|.

Sa presupunem acum ca Iy = (a, b) este marginit; atunci toate intervalele
I, = (ap, by),p € N*, vor fi marginite.
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n
Oricare ar fin € N*, U I, C Iy. Deoarece Iy, ..., I, sunt disjuncte doua

p=1
cate doua, putem sa le reordonam asa fel incat

agal<b1§a2<b2§~-§an<bn§b.

Atunci [Io] =b—a > (i —a1) + (ba —a2) + -+ + (bn —an) = >0 1.
Deoarece n este arbitrar in N*, trecem la limita in relatia de mai sus pentru
n — +00 si obtinem inegalitatea dorita. .

1.1.2 Definitie. O multime A C R este deschisd dacd A = ) sau daca,
pentru orice z € A, exista un interval deschis I € T asa fel incat x € I C A.
Vom nota cu 7, familia multimilor deschise pe R. Aceasta familie este o
topologie pe R, adica satisface urmatoarelor proprietati:

(Th) DNGEeE1,VD,G € 1y

(Ty) UyerDy € 7y, ¥Y{Dy : v €T} C 73

(Tg) @, R e w-

Vom spune ca 7, este topologia uzuala pe R.

Observam ca intervalele deschise sunt multimi deschise si deci, conform
cu (T3), reuniunile numarabile (chiar si cele nenumarabile) de intervale de-
schise sunt multimi deschise. Putem arata mai mult ca orice multime de-
schisa este reuninune numarabila de intervale deschise.

1.1.3 Teorema (teorema de structura a multimilor deschise).
Oricare ar fi D € 1, existd o familie numdrabild de intervale deschise

oo
{I, : n € N} C I, disjuncte doud cdte doud, asa fel incit D = U I,.

n=1
Aceasta reprezentare a lui D este unica, pand la ordinea intervalelor din

familie.

Demonstratie. Fie D € 7,; dacd D = () atunci ea se exprimi ca o
reuniune numarabila de intervale deschise vide de tipul (a, a).

Presupunem ca D este nevida; Vo € D exista ag,bp € R astfel incat
x € (ap,by) C D. Fie atunci

Ay ={a € R:3be R astfel incat = € (a,b) C D},

B, = {b € R: Ja € R astfel incat = € (a,b) C D}.

Observam ca ag € A si by € B, deci A, # () # B,. Definim acum
a; = inf Ay € [—00,400),b; = sup B, € (—o00,4+00] si I = (ag,bs). Sa
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aratam ca z € I, C D; intr-adevar, a, < a9 < x < by < b, si deci
x € I, V y€ la, <y<b,gidecid a € A, 3 b € B, astfel
incat a; < a <y <b<b,. Tinind cont de definitiile multimilor A, si B,,
3 ai,bp € R astfel incat x € (a,b1) € D ¢i ¢ € (a1,b) € D. Dar
(a,b1) si (a1, b) sunt intervale nedisjuncte si atunci (a, by) U (a1, b) = (az, b2)
unde ay = min{a,a1},bo = max{b,b1}. Evident ca (az,b2) C D si ca
as < a <y<b<bydeunde y € D. Rezulta ca I, C D. Din cele
aratate rezulta ca I, este cel mai mare interval deschis care contine punc-
tul = si este inclus In D. Acest caracter maximal al lui I, ne permite
si ardtim ci ¥ xz,y € D,I, = I,, sau I, N I, =0 . Intr-adevir, si pre-
supunem ca I, NI, # 0 ; atunci I = I, U I, este un interval si @ € I C
C D,y € I C D. Utilizind maximalitatea intervalelor I, si I, obtinem
I C1I,siIC I, ceea ce ne conduce la I, C I, si respectiv la I, C I, deci
la I, = I,. Familia acestor intervale maximale Zp = {I, : * € D} este
numarabila. intr—adevér, V x € D, sa fixam un numar rational ¢, € I,
si sa definim aplicatia ¢ : Zp — Q, prin ¢(I;) = g». Observam ca
daca I, = I,, atunci I, apare o singura data ca element in familia 7
si alegem acelasi punct rational ¢, in I, = I, ; deci ¢ este bine con-
struita. Acum, pentru I, # I, stim ca I, N I,=0 si deci ¢, # gy, de unde
o(I;) # o(Iy). Deci ¢ este injectiva si deci Zp este numarabila. Putem
atunci s& numerotdam Zp = {I, : n € N}, unde I, N I, = 0,YVn # m.
Rezulta acum c& D = Uyeply, = U{I : I € Ip} = U2 I, deci D
se exprima ca o reuniune numarabila de intervale deschise si disjuncte.
Daca presupunem ca Z' = {I/, : n € N} este o altd familie numarabila
de intervale deschise si disjuncte astfel incat D = UpenI), atunci V n
eN,Vazel avem z € I, C D i deci I, C I, din caracterul maximal
al intervalului I,. Dar I, € Zp si deci 3 m,, € N astfel incat I, C I,,,.
Fie I) = (a},,bl); dacd am presupune ca I], # I, , atunci ar rezulta ca
al, € Iy, € D sau b, € I,, € D. Rezultd ca 3 p € N,p # n astfel incat
a, € I, saub;, € I, ceea ce este absurd, deoarece I, este un interval deschis
disjunct de I). Deci I = I,,,,,, de unde Z' C Zp. Pe de alta parte, V n € N,
V xel, €D, 31, €T astfelincat = € I, C D; rezulta de asemenea
ca I, C I, sicuun rationament asemanator celui de mai sus, rezulta ca
IL,=1, €I'.

Deci Zp = 7' ceea ce asigura unicitatea descompunerii lui D.

|
oo

1.1.4 Definitie. Vom spune ca D = U I,, din teorema de mai sus este
n=1

reprezentarea multimii D sau ca I,,n € N, sunt intervalele de reprezentare
ale lui D.
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Definim o functie de multime A : 7, — Ry prin A(D) = Yo% | |I,,, unde
{I,, : n € N} este reprezentarea multimii deschise D.

Datorita unicitatii acestei reprezentari, definitia de mai sus este consis-
tentd (schimbarea ordinii termenilor unei serii cu termeni pozitivi nu afec-
teaza natura si nici suma seriei).

Pentru orice deschis D € 7, A\(D) se va numi masura multimii D.

In teorema urmatoare prezentam cateva dintre proprietatile importante
ale masurii multimilor deschise.

1.1.5 Teorema. Masura multimilor deschise are urmatoarele proprietdti:
M) = |I|,VI €Z,

A(0) =0, A\(R) = 400,

Ve e R,VD € 7y,x+ D €7, 5i Nz + D) = \(D),

AD) < \G),vD,G €1, cuD CG,

AU, D) =322 M(Dy),Y(Dy) C 7y, Dy N Dy = 0,V0 # m,

n=1

AUnZiDn) < 32021 A(Dn), ¥(Dn) € T

W N =

t

(=] >
N —

Demonstratie.

Proprietatea 1) si astfel 2) sunt evidente.

Pentru a demonstra 3) este suficient sa observam ca, dacd D = |2, I,
este reprezentarea multimii D atunci « + D = ;2 (z + I,) € 7, (x + I,
este interval deschis) si aceasta este reprezentarea multimii x + D.

Deci Nz + D) =522 |z + L)) => .2, n| = A(D).

4). Fie D =J;2, In € G = ,,_; Jm reprezentarile celor doua multimi.

Oricare ar fi m € N* notam N,, = {n € N* : I, C J,} € N*. Sa
observam ca unele dintre multimile IV, pot fi vide (s-ar putea ca J,, sa nu
contind niciun interval I,); fie M = {m € N*: N,,, # 0} C N*.

Atunci {N,, : m € M} formeaza o partitie pentru N*, adica:

1). N*= | Npsi

meM
2). Ny, NN, = 0, oricare ar fi m,p € M, m # p.

(o]
Intr-adevir, oricare ar in € N*, I, C D C G = U Jm §i atunci exista
m=1
m € N* asa fel incat I, N J,, # 0; fie x € I, N J,. Deoarece intervalul
Jm este maximal cu proprietatea de a contine z, rezulta ca I, C J,, si deci
neNypsimeM.
Daca am presupune ca exista n € Ny, N Np, atunci I,, C J,, si [, € Jp
ceea ce contrazice faptul ca J,, si J, sunt disjuncte pentru m # p.
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Sa observam acum ca, deoarece intervalele I,, sunt disjuncte doua cate
doua si, oricare ar fi m € M, U I, C Jp, din punctul 2) al lemei 1.1.1

TLENm
rezultd ¢ Y |In| < |Jm|,Vm € M. Atunci
TLEN'm
o0
AD) ="l = D0 D Il < ) 1l € > 1l = AG).
n=1 meM nENy, meM meN*

5). Pentru orice n € N* fie D,, = |J—, I} reprezentarea lui Dy; atunci
D=y Dn =Up2 1 Upey I} este reprezentarea lui D si deci

ZZ!M—ZA

n=1k=1

6). Fie D = ,2, Dy € 7y si fie D = |2, I, reprezentarea lui D iar,
pentru orice n € N, fie D,, = |J;, I} reprezentarea lui D,,.
Rezulta céi, oricare ar fi p € N,

o0 o
IL,=I,nD=|J,nD,) =]
n=1

n=1k

C8

I,N I},
1

unde I, NI} € Z,Vp,k,n € N.
Din punctul 1) al lemei 1.1.1, |I,| < 372 302 |, N I}| si deci

0o 00 00 0o 0o 00
Z!II<ZZZII NRI=) > > ILbni|=
p=1n=1 k=1 n=1 k=1 p=1

0 0o 0 0o
DI MDA =YD 1IRI=) A
n=1k=1 n=1k=1 n=1

In relatiile de mai sus am {inut cont c&, oricare ar i n,k € N, D N I =
UpZ1 (I, N I}}) este reprezentarea multimii deschise D N I} .
1.1.6 Definitie. Proprietatea 3) din teorema precedenta se numeste pro-
prietatea de invarianta la translatii a masurii A. Proprietatea 4) este
proprietatea de monotonie a masurii. Proprietatea 5) se numeste proprie-
tatea de aditivitate numarabila iar 6) proprietatea de subaditivitate
numarabild a masurii A.
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Un rezultat ca cel din teorema de structura a multimilor deschise (teo-
rema 1.1.3) nu functioneaza in spatii R, n > 2; de exemplu in R? nu putem
reprezenta orice multime deschisa ca o reuniune numarabila si disjuncta de
intervale bidimensionale (dreptunghiuri) deschise. Totusi va functiona un
rezultat de reprezentare a deschisilor ca reuniune de dreptunghiuri inchise
fara puncte interioare comune.

Un rezultat asemanator avem si in cazul lui R.

1.1.7 Definitie. Un interval J € J se va numi interval inchis daca:
a). J este marginit si atunci este de forma J = [a,b], cu a,b € R sau
b). J este nemarginit si atunci este de forma (—oo,b] sau [a,+00), cu
a,beR.

1.1.8 Teorema. Orice multime deschisd nevida D € T, se poate scrie ca
o reuniune numdarabild de intervale inchise care aw in comun cel mult cate
un punct.
Daca D = U521 J,, unde (Jy,), este o familie de intervale inchise cu cdte
- . oo
cel mult un punct comun, atunci X(D) =Y |Jn].

Demonstratie. Fie D = (J.2, I,, unde I,, = (ay,by,),Vn € N*, sunt
intervale deschise (marginite sau nu) si disjuncte.

Pentru a obtine reprezentarea dorita pentru D este suficient sa reprezen-
tam fiecare interval deschis (a, b) ca reuniune numarabila de intervale inchise
fara puncte interioare comune.

Fieap, lasib, Tbali a<a,<by; <b, Vp,qe N. Atunci

oo [e.e]
(a,b) = U [ap+1, ap] U [ag, bo] U U [bp, bp-t1]-
p=0 p=0

Fie acum D = (J77, J,, o reprezentare a lui D ca reuniune de intervale
inchise care au in comun cel mult cate un punct.

a). Sa presupunem ca toate intervalele J,, sunt marginite. Atunci, oricare
ar fin € N*, J,, = [an, by], cu an, b, € R. Pentru orice e > 0 5i n € N* exista
intervalele deschise I,,, K,, al. I, C J, C K, si

€ €
|Jn‘§|lﬁ|+’§EJ}Q” §|Jﬁ’+’§;~
Putem alege I, = (an + 557, bn — zrr) 81 Kn = (an — 357, bn + 557) -

Fie I = Jy2 I, st K = Uy~ Ky; atunci I € D C K si, deoarece

intervalele I,, sunt disjuncte doua cate doua,

(1) AD)ZAI) =) Ial = ) 1l =<
n=1 n=1
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Pe de alta parte, folosind monotonia si numarabila subaditivitate a masurii
A, obtinem

(2) AD) < MK) < 3Kl €3 ol =
n=1 n=1

e fiind arbitrar pozitiv, din (1) si (2) rezultd cad A(D) = Y 7 |Jn|.

b). S& presupunem acum ca unul dintre intervalele J,, este nemarginit;
de exemplu Jy,, = [an,, +00). Pentru orice € > 0, fie I,y = (an, +&,+00) C
Jno € D; atunci +oo = |I,)| = AN(D). Deci A(D) = +oo0 = |Jp,| =
0 1l .

1.1.9 Observatie. Remarcam ca o multime deschisa D se poate scrie in
mai multe moduri ca reuniune numarabila de intervale inchise fara puncte in-
terioare comune; pentru fiecare astfel de scriere suma lungimilor intervalelor
este aceeasi - masura multimii D.

1.2 Masura exterioara Lebesgue
1.2.1 Definitie. Aplicatia \* : P(R) — R, definits prin
A (A) = inf{\(D): D € 7,,AC D},VACR,

se numeste masura exterioara Lebesgue.
Din definitie se observa imediat ca

A*(A) = inf {i(bn —ay) AC fj (an,bn)} ,VACR.
n=0 n=0

1.2.2 Observatie. Remarcam imediat ca, pentru orice multime deschisa
D, \*(D) = X(D). Intr-adevir, din definitia masurii exterioare, \*(D) <
A(D) caci multimea D insasi intra printre deschisii care contin D. Pe de alta
parte, oricare ar fi alt deschis G a.i. D C G, \(D) < A(G) (vezi proprietatea
4) din teorema 1.1.5) si deci A(D) < X*(D).

Masura exterioara are urmatoarele proprietati:

1.2.3 Teorema.
1). A (0) =0,
2). ACB= \(A) < \(B),
3). AM(UnZi 4n) = 2205 A (An), V(An)n € P(R).
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Demonstratie. 1). Datorita observatiei precedente, \*(0) = () = 0,
deoarece ) € 7, si A(0) = 0.

2). Deoarece A C B, {\(D): D e 1,,BC D} C{NG):Ger,AC
D}, de unde, trecand la margine inferioara, \*(A4) < A*(B).

3). Daca exista n € N* al. A*(A4,) = +oo atunci inegalitatea este
evident verificata.

Presupunem acum ca \*(A,) < 4o00,¥n € N*. Oricare ar fi ¢ > 0
sin € N, exista D, € 7, ail. A, C Dy si A(Dy) < XN(4n) + 57
D =y Dy € 7y st Upy An € D; rezultd cd A (U,2; 4n) < AX(D) <
Yoo AM(Dn) <3007 A(Ay) + €. Deoarece € este arbitrar pozitiv obtinem

numarabila subaditivitate a lui \*. -

1.2.4 Observatii.

(i) Proprietatea 2) pune in evidenta monotonia lui A* iar 3) spune ca \*
este numarabil subaditiva.

(ii) A*({z}) = 0,Vz € R.

Pentru orice z € R i pentru orice n € N*, {z} C (z — 2,2+ 1) de unde
AN ({z}) < 2,¥n € N*. Deci A*({z}) = 0.

(iii) A*(AU B) < A*(A) + \*(B),VA,B C R.
Fie {4, : n € N*}, asa fel incat A; = A, Ay = B si, pentru orice n > 3, A,, =
(); atunci din proprietatile 1) si 3) ale teoremei precedente,

AN (AUB) = \( Ej A,) < i A (An) = A*(A) + \*(B).
n=1 n=1

Aceasta proprietate se numeste finita subaditivitate; ea se poate extinde
prin inductie completa la orice numar finit de submultimi ale lui R.

(iv) Pentru orice interval J € J, \*(J) = |J|. Daca J este interval
deschis, atunci proprietatea rezulta din observatia 1.2.2. Daca J nu este
deschis, atunci difera de un interval deschis prin cel mult doua puncte. Pro-
prietatea rezulta atunci din (ii).

Masura exterioara are o proprietate asemanatoare celei din teorema
1.1.8.

1.2.5 Propozitie. Daca A =J,;2 | Jn, unde, pentru orice n € N*, J,, sunt
intervale inchise care au in comun cel mult un punct, atunci

X(A) = 31l
n=1
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Demonstratie. Daca exista ng € N* aga fel incat intervalul J,, este
nemarginit, atunci \*(A4) > X*(Jp,) = |Jn,| = +00 si deci egalitatea are loc.

Putem deci presupune ca |.J,,| < 400, oricare ar fi n € N*. Pentru orice
€ > 0 gi pentru orice n € N*| exista un interval deschis I,, C J, asa fel incat
| Jn| < |[In| + 57; fie D = U;2; In € 7. Atunci D C A gi, cum intervalele
I, sunt disjuncte doud cate doud, A*(A4) > X(D) = X(D) = Y 02, [In] >
Yonry|Jn] — €, de unde X*(A) > >°°7 | Jn|. Subaditivitatea numarabila a
lui A* ne asigura inegalitatea inversa. .
Urmatoarea teorema arata ca masura exterioara este invarianta la translatii.

1.2.6 Teorema. \*(z + A) = \*(A),Vz € R,VA CR.

Demonstratie. Oricare ar i D e 7, cu AC D, x+ A C z+ D; din
proprietatea 3) a teoremei 1.1.5, A\*(z + A) < A\(D) si astfel A\*(x + A) <
A*(A). Deoarece aceasta ultima inegalitate are loc pentru orice z € R si
orice ACR, AN*(A) = A (—xz+ (x + A)) < X' (z + A). .

Din cele de mai sus A\* verifica proprietatile b) si ¢) prezentate in introdu-
cerea acestui capitol; ea este o prelungire numarabil subaditiva si invarianta
la translatii a functiei de lungime a intervalelor. Asa cum rezultd din exem-
plul urmator, A\* nu este numarabil aditiva (nu verifica proprietatea a)).

1.2.7 Exemplu (exemplul lui Vitali).

Fie A = [0,1]; definim relatia ¢ pe A prin zpy <= x —y € Q. Putem
constata cu usurintd ca aceasta este o relatie de echivalentd pe A (este
reflexiva, simetrica si tranzitiva). Reamintim ca Vo € A, clasa de echivalenta
de reprezentant x, [x] = {y € A2y} ={y€ A:y—2z€Q}={ye A:
y€x+Q} =AN(z+ Q). Rezulta de aici ca [z] este o multime numarabila,
Ve € A. Stim cd doua clase de echivalenta distincte sunt disjuncte si ca
reuniunea acestor clase este A. Deoarece fiecare clasia de echivalenta este
nevida, axioma alegerii ne asigura ca existd o multime A; care contine cate
un singur element din fiecare clasa de echivalenta. Deci Vo € A,Jx1 € A
astfel incat A; N [x] = {x1}. Fiecare clasa de echivalenta [z] fiind infinit4,
rezulta ca [z] \ A1 = [z] \ {21} # 0; aplicim din nou axioma alegerii pentru
familia de multimi nevide {[z] \ A1 : x € A}. Existd deci o multime Ay
care contine cate un singur element din multimile acestei familii. Deci Va €
A,Jxg € A astfel incat Az N ([z] \ A1) = {z2}, s.am.d.

Inductiv, obtinem familia de multimi disjuncte doua cate doua {4, : n €
N*} astfel incat | Jo-; A, = AsiVn € N*, A, contine cate cel mult un singur
element din fiecare clasd [z]. Folosind observatia 1.2.4 (iv) si proprietatea
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3) din teorema 1.2.3,
1=M(A) <> N (4n),
n=1

de unde rezulta ca exista ng € N*, astfel incat \*(A4,,) > 0.

Vp € N*, notam cu B, = % + Ap, C [0,2]; din teorema 1.2.6 stim ca
N (Bp) = X (Ay,) > 0,Vp € N*.

Deoarece | J,2; B, C [0,2],

(1) | UUBy | <2
p=1

Pe de alta parte, putem demonstra ca multimile {B, : p € N*} sunt
disjuncte doua cate doua. Intr-adevar, daca am presupune ca exista p,q €
N*,p # q si exista @ € B,N By, atunci a:—%, x—% € A,,. Dar (x—%)g(a}—%)
deci z — % six— % sunt doua elemente diferite apartindnd aceleiasi clase de
echivalenta. Aceasta reprezinta o contradictie deoarece A,,, contine cate cel
mult un element din fiecare clasa de echivalenta.

Daca am presupune ca A* este numarabil aditiva, atunci, deoarece mul-

timile {B), : p € N*} sunt disjuncte doua cate doua rezulta ca

(2) A" U By = Z A (Bp) = Z A" (Ang) = +o0.
p=1 p=1 p=1

(1) si (2) sunt evident contradictorii; deci ipoteza ca A* este numarabil
aditiva este falsa.

Deci extensia realizata in definitia 1.2.1 este prea ampla, A\* neindeplinind
cerintele precizate la inceputul acestui capitol.

In propozitia urmatoare dam si alte formule de calcul a masurii exterioare
a unei multimi.

1.2.8 Propozitie. Oricare ar fi mulfimea A C R,

A(A) =mf{3 07, (bn — an) : A C U (an, b}
=inf{} 72 (bn — an) : A C URZ, [an, bn]}-
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Demonstratie. Fie A\J(A) = inf{} 7, (bp —an) : A C U2, (an, bnl};
pentru orice acoperire a lui A cu un sir de intervale deschise (ay, by), n € N*,
rezultd cd A C Up2(an, by] si deci cd AJ(4) < >0 (by — ap) de unde
AT(A) < A (A).

Daca A\](A) = +oo atunci egalitatea este demonstrata.

Presupunem acum ca A\j(A) < +oo. Pentru orice € > 0 exista un sir
de intervale semiinchise ((an,bn])n>1 a1 A C U;2(an, by) si AJ(A) + ¢ >

Yol (by —ap). Atunci A C U2, (an, by + 2%
N(A) <3722 (b —an) +e < A[(A)+2-¢. Deoarece ¢ este arbitrar obtinem
inegalitatea inversa \*(A4) < AJ(A).

A doua formula se demonstreaza asemanéator. .

Desi masura exterioara nu este, in general, numarabil aditiva, pe anumite
siruri de multimi ea verifica proprietatea de numarabila aditivitate.

Oricare ar fi doua multimi nevide B,C C R, notam cu d(B,C) =
= inf{|z —y| : * € B,y € C}. Numarul real pozitiv d(B, () se numeste
distanta dintre multimile B si C. Este evident ca, daca B si C' au un
punct comun, atunci d(B,C) = 0. Reciproca afirmatiei precedente nu este
adevirati. Intr-adevir, daci B = {:neN}siC={-1:neN}
atunci BN C = () si d(B,C) = 0. In general, se poate arita ci d(B,C) =0
daca si numai daca exista doua siruri (), C B, (yn)n C C asa fel incat
Ty — Yn — 0.

Daca B = ) sau C' = (), atunci convenim ca d(B,C) = +o0.

de unde

1.2.9 Teorema.

1). X*(A) = X*(B) + \*(C), oricare ar fi B,C, astfel incit d(B,C) >0
siA=BUC.

2). N(A) =3P _ N(Ay), oricare ar fi {A1,..., Ay} C R astfel incat
d(An, Am) > 0,Yn,m e {1,--- ,p} cun#m si A="_ A,.

3). N(A) =300 N(Ay), oricare ar fi (Ap)n>1 C R astfel incat
d(Ap, Am) >0,Vn#m si A =UX A,.

Demonstratie. 1). Din proprietatea de finita subaditivitate a lui A*
(vezi punctul (iii) al observatiei 1.2.4), A*(A) < A*(B) + A\*(C). Daca am
presupune ca A*(A) = +oo atunci avem egalitatea ceruta.

S& presupunem acum ca \*(A) < +oo; folosind prima formula de calcul
din propozitia 1.2.8, Ve > 0,3{(an,bn] : n € N} ai. A C U2 (an, by si
N(A) +¢e > > 02 ) (bp — an). Fard sa restrangem generalitatea putem sa
presupunem ca, ¥n € N, b, —a, < § = d(B,C) (in caz contrar se vor diviza
intervalele (an, by,] Intr-un numar suficient de subintervale de aceeasi natura
a caror lungimi sa verifice cerinta de mai sus).



1.2. MASURA EXTERIOARA LEBESGUE 19

Atunci, ¥Yn € N, (an, b,] intersecteaza numai una dintre multimile B sau C.
Fie

N1 ={neN: (an,by)N B # 0} si

Ny ={n e N: (an,b,)NC # 0}.

Observam ca NyN Ny = (J; intr-adevar, daca am presupune, prin reducere
la absurd ca exista n € Ny N Na, atunci (ap, b,] N B # 0 # (ay, b,] NC. Deci
ar exista x € B,y € C astfel incat a,, < x,y < by; atunci |z —y| < by —a, <
0 =d(B,C), ceea ce contrazice definitia distantei de la B la C. Rezulta ca
ipoteza N1 N Ny # () este falsa.

Oricare ar fi x € B, exista n € N, astfel incat z € (an,b,] si deci
n € Ni. Rezultd ca B C |, cn, (an,bn]. Similar, C' C (U, cp, (an, bn]. Deci
A*(B) < ZneNl (bn - an) 51 )‘*(C) < ZneN2 (bn - an) si astfel

NB)+A(C) <> bn—an)+ > (bn—an)= Y. (bp—an) <

neNy n€Na neN1UNsy

<Z n— an) < A\ (A4) +e.
neN
Deoarece ¢ este arbitrar, obtinem inegalitatea inversa si deci egalitatea
ceruta.

2). Demonstratia se face inductiv; pentru p = 2, am demonstrat-o la
punctul precedent. Presupunem proprietatea verificata pentru p — 1 multimi
sifie {Aq,---, Ay} o familie de p multimi pentru care distanta dintre oricare
douit este strict pozitivi. Notdm cu A = (J°_, A, si cu B = |J/_] A,
Atunci

d(B,A,) = min{d(An,A,) :n=1,--- ,p—1} > 0.

Utilizand punctul 1) si ipoteza inductiva, A*(A) = A*(BU 4,) = X\*(B) +
* —1 \x% * *
A(Ap) = 35021 A (An) + X7(4y) = ﬁ:M (An).
3). Pentru orice p € N*, A D | JP_, A, si deci A*(A) > N (UP_, An) =
P A(Ay). Deci A*(A) > >, )\*( n). Aceasta Impreuns cu numéra-
bila subaditivitate a lui A* conduce la egalitatea ceruta. .
Vom prezenta la finalul acestui paragraf o notiune de mare importanta
in teoria masurii si integrarii, aceea de multime neglijabila.

1.2.10 Definitie. O multime A C R este neglijabila in sens Lebesgue
sau de masura nula daca \*(A) = 0.

Tinand cont de definitie, A este neglijabila in sens Lebesgue daca si
numai daca, pentru orice € > 0, exista un gir de intervale deschise (I,)pen C
T astfel incat A C Jp2 g In §1 D> e |In] <e.
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Sa remarcam ca in cazul multimilor neglijabile in sens Jordan, acoperirea
cu intervale deschise era finita; deci orice multime neglijabila in sens Jordan
este neglijabila si in sens Lebesgue.

Deoarece nu vom lucra cu multimi neglijabile in sens Jordan, in cele
ce urmeaza vom utiliza termenul de multime neglijabila pentru multimile
neglijabile in sens Lebesgue.

1.2.11 Exemple.
) Vo € R, {z} este neglijabila (vezi punctul (ii) al observatiei 1.2.4).
i) Orice multime numarabila este neglijabila.

Intr-adevir, fie 4 = {aj,a9, -+ ,an, -} € R o multime numarabila,
N(A) = XU {an}) < D02 A ({an}) = 0 si deci A este neglijabila.

In particular, N, Z si Q sunt multimi neglijabile.

In exercitiul 5 din 1.5 dam un exemplu de multime neglijabila nenuma-
rabila.

(i
(i

1.3 Multimi masurabile Lebesgue

In aceastd sectiune vom preciza care sunt submultimile lui R carora li se
poate atribui o méasura si de ce proprietati se bucura aceastd masura.

Am definit, VA C R, A*(A) = inf{\(D) : D € 7,, A C D}.

Daca presupunem ca \*(A) < +oo, atunci, Ve > 0,3D € 7, cu A C D
astfel incat A(D) < A*(A) + ¢ sau A(D) — X" (A) < e.

Pe de alta parte, D = AU (D \ A), de unde A\(D) = \*(D) < \*(A) +
A (D\ A) sideci A(D) — A*(A) < X*(D\ A).

1.3.1 Definitie. O multime A C R este masurabila (in sens Lebesgue)
daci, Ve > 0,3D € 7, astfel incat A C D si \"(D\ A4) < e.

Fie L(R) sau £ clasa multimilor masurabile Lebesgue pe R gi fie A = \*|;
A se va numi masura Lebesgue pe R.

Daca A € £, vom nota cu L(A) = {B C A: B € L}, familia submulti-
milor masurabile ale lui A.

1.3.2 Observatie. 7, C £; intr-adevar, dacd G € 7,,Ve > 0,AD =G D G
astfel incat \*(D\ G) = \*(0) =0 < e.

Rezulta de aici ca A este prelungirea masurii multimilor deschise si astfel
notatia facuta nu conduce la confuzii.

1.3.3 Teorema.
1). Orice multime neglijabila este masurabila.

2). ¥(An)n C LU, Ay € L.
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Demonstratie. 1). Fie A C R o multime neglijabila in sens Lebesgue
(A\*(A) = 0); pentru orice ¢ > 0, exista D € 7, ai. A C D gi A(D) < e.
Atunci A*(D\ A) < X (D) = A(D) < e sideci A€ L.

2). Fie A=J72 | Ap, unde {A, : n € N*} C L; Ve > 0,Vn € N*,3D,, €
7w al. Ay € Dy si X(Dy \ An) < 57. Fie D = ;2 D, € 7,; atunci
ACDsiD\A=U,21(Dn\A4) CU,2(Dn\ 4,), de unde X*(D \ A) <

S AN (D \ Ay) <e. -

1.3.4 Observatii. (i) 0 € L.

(i) Oricare ar i A € £ cu A(A) = 0 si oricare ar i B C A, rezulta ca
A*(B) =0 i deci B € L.

Vom spune ca masura A este completa.

(iii) VA,Be LLAUB=AUBUQU---UDU--- € L.

(iv) Orice interval este multime masurabils. Intr-adevir, intervalele des-
chise sunt multimi deschise si deci masurabile iar celelalte intervale difera de
intervale deschise printr-o multime neglijabila (prin cel mult doud puncte).

Vom demonstra ca, pe langa multimile deschise, si multimile inchise sunt
masurabile Lebesgue.

Reamintim ca o multime A C R este inchisa daca complementara sa este
deschisa (R\ A € 7,) sau, echivalent, daca, oricare ar fi un sir (z,)n, C A cu
T, — x rezulta z € A.

O multime A C R este compacta daca este marginita si inchisa sau,
echivalent, daca orice sir de puncte din A admite un subsir convergent la un
punct din A.

Intai vom prezenta o lema.

1.3.5 Lema. Fie F o mulfime inchisa si K o mulfime compactd asa fel
incat FNK = 0; atunci d(F, K) > 0.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca d(F,K) =
inf{lx —y| : z € F,y € K} = 0; atunci exista doua siruri, (z,), C F si
(Yyn)n C K, ai. x, —y, — 0. Cum multimea K este compacta, (y,), ad-
mite un subsir (yg, )n convergent la un element y € K. Rezulta ca =y, — vy
si, deoarece F' este Inchisa, y € F. De aici rezultda ca y € F N K ceea ce
contrazice ipoteza ca F' gi K sunt disjuncte. .

1.3.6 Teorema. Orice multime inchisd este masurabild Lebesgue.

Demonstratie. a). Sa presupunem intéai ca F' este o multime inchisa si
marginita; deci F este compacta si A*(F) < +o0o (vezi 6) din 1.5).
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Din definitia masurii exterioare, Ve > 0,3D € 7, ai. F C D si A(D) <
N (F)+e. Atunci D\ F' € 7, si, din teorema 1.1.8, D\ F = |J;2 | Jp, unde
Jn,n > 1, sunt intervale inchise care au in comun cate cel mult un punct;
in plus A\(D\ F) =>"7" |Jnl-

Oricare ar fi m € N*, ", J,, = J este o submultime Inchisd a lui D\ F
si astfel FNJ = (). Din lema precedenta, d(F,.J) > 0 si atunci teorema 1.2.9
ne asigurd ca A*(F'U J) = X (F) + A*(J).

Rezulta ca A(D) > X\*(F U J) = A" (F) + A*(J). Doua dintre intervalele
inchise {J, : » = 1,--- ,m} au in comun un punct (caz in care reuniunea
lor este tot un interval inchis) sau sunt disjuncte (caz in care distanta dintre
ele este strict pozitiva); aplicand iardsi teorema 1.2.9, X*(J) = >, |Jy].

Atunci Y " [T < A(D) — X(F) < e,Vm € N* gi deci Y 07 |Jn] < e.
Rezulta ca A(D \ F') < e de unde F € L.

b). Fie acum F o multime inchisa si nemarginita; atunci F = (Jo2 ; (F'N
[-n,n]) este o reuniune numarabilda de multimi inchise gi marginite deci

masurabile; punctul 2) al teoremei 1.3.3 ne asigura ca F € L. -

1.3.7 Teorema. Complementara oricarei mulfimi masurabile Lebesgue
este masurabila.

Demonstratie. Fie A € £; Vn € N*,3D,, € 7, ai. AC D, si
A*(Dp \ A) < 2. Rezultd ca A C (22, D,, de unde, trecand la complemen-
tard, B = J;2, DS C A°. Putem atunci scrie

(%) A° = BU(A°\ B).

Multimile DS = R\ D,, sunt inchise, oricare ar fi n € N*, si atunci, din
teorema 1.3.6, D € £ deci B = J,-, DS, € L (vezi 2) din teorema 1.3.3).
Pe de altd parte A°\ B = A°‘NB° =(\.—; D, \ Asideci A°\B C D, \ 4,
pentru orice n € N*. Rezultd ci A\*(A°\ B) < 1, pentru orice n € N* de
unde A*(A°\ B) = 0. Deoarece multimea A°\ B este neglijabila, ea este
masurabila Lebesgue si atunci, din relatia (x), A¢ este reuniune de doua

multimi masurabile deci este masurabila. .

1.3.8 Corolar.
1). ANB € L, pentru orice A,B € L.
2). A\ B € L, pentru orice A,B € L.
3). oy An € L pentru orice sir (Ay)n C L.

Demonstratie. Demonstratia este consecinta imediata a teoremei pre-
cedente si a urmatoarelor relatii: 1). (ANB)¢ = A°UB¢ 2) A\B = ANDB°
§13)- (Maz1 4n)® = Uy 45 .



1.3.  MULTIMI MASURABILE LEBESGUE 23

Corolarul urmator da o caracterizare a multimilor masurabile cu multimi
inchise.

1.3.9 Corolar. A € L daca si numai dacd, pentru orice € > 0 existd F
multime inchisa, FF C A, asa fel incat \*(A\ F) < e.

Demonstratie. A € L < A° € L < Ve > 0,dD € 7, aga fel incat
A C D si A*(D\ A°) < e. Ultima afirmatie este echivalenta cu existenta
multimii inchise F' = D¢ C A aga incat \*(A\F') = A*(ANF°) = A*(AND) =
A (D\ A°) < e. .

1.3.10 Teorema. Functia de mulfime X\ : L — [0,+oc|, definita prin
AA) = X*(A), oricare ar fi A € L, este numarabil aditiva, adica

A (U An> =3 MAn),YVAn)n C L, Ay 0 Ay = 0,50 # m.
n=1 n=1

Demonstratie. Fie (A,), C £ un sir de multimi disjuncte doua cate
doud si fie A = ;2| An.

a). Presupunem intai ca multimile A4,, sunt marginite, ¥n € N*.
Conform corolarului precedent, pentru orice n € N* gi pentru orice ¢ > 0
exista o multime inchisa F,, C A, asa incat \*(4, \ F,) < 57. Atunci
N(Ap) SN (Ap \ F) + X (Fp) < X (Fn) + 5
Pentru orice n # m, A, este disjunct de A,, si deci F,, N F,, = (); multimile
F, fiind marginite si inchise (deci compacte) rezulta din lema 1.3.5 ca

d(F,,F,) > 0 si atunci, din teorema 1.2.9, \* (U Fn> = Z)\*(Fn).
n=1 n=1
Rezulta ca
A(A) = \* (U An> > \* (U Fn> =D N(Fp) > > N(An) —¢
n=1 n=1 n=1 n=1

si, deoarece € este arbitrar pozitiv, \*(A) > > 7 A*(A,). Deci \*|. est
numarabil supraaditiva. Deoarece proprietatea de numarabila subaditivitate
este intotdeauna verificata, rezulta ca \* este numarabil aditiva pe L.

b). Sa presupunem acum ca multimile A, nu sunt toate marginite. Ori-
care ar fi p € N, notam cu I, = [—p, p|; atunci U;O:o I, =Rsi I, C Ipt1.
Vom nota, pentru orice p € N, Jpi1 = Ipy1 \ I, Jo = {0}; Jp sunt multimi
masurabile (reuniuni de doua intervale) disjuncte doud cate doua; in plus
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UpzoJp = R. Oricare ar i p € N;n € N* fie AL = A, N Jy; atunci
A=, pA si multimile A}, sunt disjuncte dou# cate dous si mirginite.
Utilizand cazul a), obtinem:

=3 @) => U An ] =D X (An). .
n=1 p=0 n=1

n=1 p=0

masurii Lebesgue pe L.

1.3.11 Teoremi. Masura A : £L — R, are urmdtoarele proprietdti:

D). AMUpzy Ak) = 2052 #(AR), V(Ap)j_y € L, A N A =0,V # L.

2). MA) <A(B),VA,Be L cu ACB.

3). MB\A)=XB)—-AA),VA,Be L,AC B,\(4) < +o0.

4). MAUB)+XANB)=XA4)+ \B),VA,B € L.

5. MU, An) < 2551 M(Ay), Y(Ag) C L.

6). ANU,Z, An) =lim, /\(An),V(An) el cuA, CAyi1,YneN.

7). ANl An) =lim, A(Ay),V(A,) € £ cu Apt1 € Ap,Vn e N gi
A(A7) < 400

8). A(liminf, A,) <liminf, A\(4,),V(4,) C L.

) V(A
9). limsup, A\(A,) < A(limsup,, A,),Y(4,) C L cu X (U2, An) < +00.

Demonstratie. 1). A(U;_; Ax) = AMUjq Ak), unde, Vk > n, Ay = 0.
Aplicand proprietatea de numarabila aditivitate a masurii obtinem:
AMUjzy Ak) =D 00 MAg) = >k MAg) deoarece, Vk > n, A(Ay) = 0.

2). Proprietatea de monotonie este consecinta a punctului 2) din teorema
1.2.3 si a faptului ca A = \*|.

3). Proprietatea rezulta din faptul ca A(B) < +oo si din A(A) = A(B U
(A\ B)) = X(B)+ A(A\ B).

4). Daca A(AN B) = 400 relatia este evident verificata. Presupunem
deci ca A(AN B) < +oo si aplicam aditivitatea finitd a masurii A in relatia:

AUB=[A\(ANB)|]U(ANB)U[B\ (AN B)].
Tinand cont de proprietatea 3), obtinem:
AMAUB)=[AA) = AMANB)]+ANANB)+ [ANB) —AX(AN B)]

care ne conduce imediat la relatia dorita.
5). Proprietatea rezulta din proprietatea 3) a teoremei 1.2.3.
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6). Fie acum (A,), C £ un sir crescator de multimi si fie A = J;7 | An.
Daca exista ng € N* a.i. A(A,,) = 400, atunci ¥n > ng, A(4,) = +oo si
deci A\(A) = 400 = lim,, A(4,).

Sa presupunem acum ca A\(A,) < 4o00,Vn € N*; atunci girul disjunct
asociat (By,)y este dat de: By = Ay, B, = A, \ A,—1,Yn > 2. Utilizdnd

proprietatile sirului disjunct asociat obtinem:
MA) =M Ba) = Y A(Ba) =1im ) A(By) =
n=1 n=1 k=1

= Hm[A(A1) + A(A2 \ A1) + . + M(An \ An))-

Toate multimile avand masura finita, putem aplica proprietatea 3):
A(A) = lim, [A(A1) + A(A2) = AM(A1) + ... + AM(An) — A(Ap—1)] = lim, A(4,).

7). Fie (4;) C £ un sir descrescator de multimi cu A\(A;) < +oo si fie
A =, Ap; atunci sirul (By,), definit prin B, = A; \ A,,Vn € N* este
crescator (B, C Bp41,Vn € N*) g1 Up2 By = A1\ (N2 An). Aplicand
proprietatea 6) sirului (Bj,), obtinem A(J,~—, By,) = lim, A\(B,,). Deoarece
AMA1) < 400, A(Ay) < +00,Vn € N* si deci putem utiliza 3). Rezulta
cd AMA1) — Moy An) = lim,[A(A1) — A(Ap)], de unde A(),2, 4,) =
lim, A\(4,,).

8). Fie girul (By) definit prin B,, = (=, Ak, Vn > 1. Se observa cu
usurinta ca B, € Bpy1,Vn € N* ¢i (U2, B, = liminf, A,,. Rezultd din
proprietatea 6) ca A\(liminf, A,) = A(U,~, By) = lim, A(B,,). Dar, Vn €
N*,B,, C A,, de unde A(B,,) < A(4,),Vn € N* si deci, trecand la limita
inferioara lim, A(B,,) = liminf, A\(B,,) < liminf, A\(4,), ceea ce antreneaza
inegalitatea anuntata (aici liminf,, A(A,) = sup,, infr>, A(Ax) € Ry).

9). Fie (A,) un sir cu proprietatile cerute in enunt, si fie A = (J,2; A4,.
Definim girul (B,,) prin B, = A\ A,,. Atunci liminf,, B,, = A\ limsup,, A,;;
Vn e N, (N2, Bx = A\ Uj,, Ak si deci din 8) rezultd ca A(liminf, B,) <
liminf,, A(B,,), sau A(A\limsup,, 4,)) < liminf, A\(A\ A,). Deoarece A\(A) <
+00, se poate utiliza aici 3) si deci

A(A) — A(limsup 4,,) < liH}Iinf[/\(A) —AMAp)] = MA) — limsup A(Ay,)

n

(reamintim ca lim sup,, A(A,) = inf, supy>,, A(Ax)). .
Urmatoarea teorema pune in evidenta cateva proprietati ale masurii Le-
besgue in legatura cu structura algebrica a lui R.

1.3.12 Teorema.
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1) VAeLVzeRxz+AcL si Na+ A) =A\A).
2). VAe L, —Aec L si \(—A)=\A4) )
3). YVAeLVxeR,z-Aec L siXx-A) =|z|-NA).

Demonstratie. 1). A fiind masurabila, Ve > 0,3D € 7, ai. A C D
si A"(D\ A) <e. Atunci z+ D € 7, Mz + D) = A(D) (punctul 3) al
teoremei 1.1.5), z+ A C z+ D iar \*((x+ D)\ (x+A)) = N (z+(D\A)) =
A (D\ A) < e. Rezulta ca x + A € L; egalitatea este consecinta a teoremei
1.2.6.

2). Pentru orice D € 7, fie D = [J;2(an,byn) reprezentarea lui D ca
reuniune numarabild de intervale deschise disjuncte doua cate doua (teo-
rema 1.1.3); atunci —D = {—z : z € D} = ;2 (=bp,—an) € 7y si
A(—=D) = A(D). Proprietatea este atunci consecinta imediata a definitiei
si a exercitiului 1) din 1.5.

3). Presupunem ca x > 0; se observa ca VD € 1,2 - D € 7, si Az -
D) =z - A\(D). Proprietatea rezulta din definitia masurabiliatii lui A si din
exercitiul 1) din 1.5.

Dacax =0 atunciz- A={0} € Lsi Mz-A)=0=uz-\A).

Daca z < 0 atunci z- A = (—x)-(—A) si se aplica cazul pozitiv gi punctul
2) de mai sus. .

Am mentionat (vezi exemplul (ii) din 1.2.11) ca orice multime numara-
bila este neglijabila. Exista insa si exemple de multimi nenumarabile care
sunt neglijabile. Un astfel de exemplu este multimea ternara a lui Cantor
C (vezi [3], 3.5.8). C este o submultime inchisa de masura nula a lui [0, 1]
care are cardinalul |C| = ¢ = |R|. Cum masura Lebesgue este completa,
familia submultimilor lui C, P(C) C £ C P(R) de unde [P(C)| = 2¢ <
|£] < |P(R)| = 2¢. Deci |[L| = 2°.

Acelagi rationament poate fi facut daca in locul multimii lui Cantor con-
sideram multimea din exercitiul 5 de la 1.5.

L este submultime stricta a lui P(R) deoarece A* nu este numarabil adi-
tiva pe P(R) - vezi exemplul lui Vitali 1.2.7. Printre multimile B, construite
in acest exemplu exista multimi nemasurabile Lebesgue.

Deoarece 7, C L rezulta ca L contine g-algebra partilor boreliene ale lui
(R, 7y), By. Se poate arata ca |B,| = ¢ < 2¢ = |L|. Desi £ contine mult mai
multe elemente decat B,, ca masura, multimile din £ nu difera de cele din B,,.
Restrictia masurii Lebesgue pe B, nu este completa (o submultime a unei
multimi boreliene de masura nula nu este, in mod obligatoriu, boreliana).
Rezultatul urmator arata ca L este cea mai mica o-algebra completa care
contine B,.

1.3.13 Teorema. A€ L& A= BUN, unde B € B, si A(N) =0.
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Demonstratie. Fie A € £; atunci A° € L si deci Vn € N*, 3D, € 7, a.l.
A€ C Dy, 51 A(D,\A%) = M(DpNA) < L. Fie multimea inchisa F = D¢ C A;
atunci B = J;2, F, € By si A(A\ B) =AM 1(ANDy)) < +. Rezulta ca
multimea N = A \ B este neglijabila si A = BU N.

Reciproc, dacdi A = BUN cu B € B, C L si N neglijabila, rezulta ca
N e Lgidecica Ae L. -

1.4 Cadru abstract

In cele prezentate pand acum, am construit o masura (masura Lebesgue) pe
R. Vom aborda in acest paragraf un punct de vedere mai abstract anume
vom considera o masura generald definita pe o clasa de submultimi ale unui
spatiu oarecare, convenabil structurata. Deoarece constructia pe care o
prezentam generalizeaza masura Lebesgue, toate proprietatile unei masuri
generale vor fi si proprietati ale masurii Lebesgue.

1.4.1 Definitie. Fie X o multime abstracta si fie A C P(X); A se numeste
o-algebra pe X daca:

1). YV(A,)n C AU An € A;

2). VA, BGAA\BEA

3). X € A.

1.4.2 Observatii. (i) Fie A o o-algebra pe X.
(a) =X\ X € A
(b)) Ac A= A% € A
(c)VA,Be A, AUB=AUBUQU---UPU--- € A.
(d)VA,Be AANB = (ACUBC)CEA.
(€) V(An)n € A, My An = (UpZi 47)° € A
(f) Y(An)n C A, hm mf Ay = Ul NMee,, Ak € A si limsup, 4, =
ﬂn:l Uzozn Ak’ €A
(ii) Rezulta din teoremele 1.3.3, 1.3.6 si corolarul 1.3.8 ca familia multi-
milor masurabile in sens Lebesgue pe R este o o-algebra.

1.4.3 Propozitie. Fied C P(X); atunci exista o cea mai micd o-algebra
pe X, A(U), care contine clasa U.

Demonstratie. Se poate demonstra usor ca orice intersectie (finita sau
infinita) de o-algebre este o o-algebra. Atunci A(U) este intersectia tuturor
o-algebrelor ce contin clasa U (macar P(X) este o astfel de o-algebra); ea
este cea mai mica o-algebra ce contine U. -
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1.4.4 Definitie.

o-algebra A(U) se numeste o-algebra generata de clasa U.

Daca 7 este o topologie pe X atunci A(7) = B se numeste clasa partilor
boreliene ale lui (X, 7) si orice B € B se numeste multime boreliana.

1.4.5 Definitie. Fie A o o-algebra pe X si fie p : A — R, o functie de
multime; i se numeste masura pe X daca:

1). u(9) =0.

2). p(Upzq An) = 3 p2q 11(An),V(An)n € A Ay N Ay = 0,0 # m.

Daca pu(X) < 400 atunci p este masura finita pe X; daca p(X) =1, p
se numeste probabilitate pe X.

Dacad X = U2, An si, Vn € N, u(A,) < +oo, atunci p se numeste
o-finita.

Masura u se numeste completa daca, VA € A cu u(A) =0si VB C A,
rezultd B € A (si evident u(B) = 0).

1.4.6 Exemple.
l,xe A

(i) Fie z € X si 0, : P(X) — Ry, 0:(A) = { 00¢dA dz este o

probabilitate completa pe X numita masura Dirac (masa unitate plasata in

punctul x).
N e = [ card(A) ,A= finita,
(i) Fie p: PIN) = Ry, p(4) = { +o0o , A= infinita.

masura o-finitd gi completd pe N numita masura de numaérare.

noeste o

Urmatoarea teorema admite o demonstratie similara celei date pentru
teorema 1.3.11.

1.4.7 Teorema. Fie i : A — Ry o masura pe X; atunci:

D). (Ugzr Ak) = 2 ko1 1(Ak), Y(Ar)—y € A, Ap A = 0,Vk # 1.

2). u() w(B )VABEACUACB

3). w(B\A)=u(B)—u(A),vA,Be A, AC B,u(A) < +oo.

4). M(AUB)+M(AQB) w(A) 4+ u(B),YA,B € A.

5w Au) < 350 w(A), M(A,) C A

6). w(Upy An) =lim, pu(Ay),V(An) € Acu A, € Apyq,Vn € N.

7). (Nl An) = limy, p(Ay),Y(A,) € Acu Ay € Ap,Vn € Nsi
w(Az) < +00.

8). pu(liminf, A,) < liminf, u(A,),V(4,) C A.
9). limsup, p(A,) < p(limsup, A,),V(A,) C A cu p(Uo2, An) < +oo.
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1.4.8 Definitie. Proprietatea 1) se numeste proprietatea de finita adi-
tivitate a masurii p; proprietatea 2) este proprietatea de monotonie, 3)
este proprietatea de substractivitate, 5) este numarabila subaditivi-
tate iar 6) si 7) sunt proprietatile de continuitate a masurii x4 pe siruri
crescatoare, respectiv pe giruri descrescatoare de multimi.

Corolarul urméator pune in evidenta proprietatile pe care le are masura
Lebesgue pe R.

1.4.9 Corolar. Clasa partilor masurabile Lebesgue, L, este o o-algebra pe
R iar masura Lebesgue, A, este o masurd o-finita si completa pe R.

Daca A € L atunci L(A) este o o-algebra pe A iar restrictia lui \ la
L(A) este o masura pe A.

1.5 Exercitii

1). Fie A = {ag,a1,-- ,an, -} o multime numarabila i B o multime
infinita.
a). Aratati ca exista C' = {cp,c1, -+ ,Cn, -} C B astfel incat B\ C este

deﬁn1§1e

infinita; deduceti de aici ca Ny =———=
cardinal transfinit).
b). Presupunem ca AN B = (); aratati ca functia f : AUB — B, definita

cardA < cardB (Ng este cel mai mic

xz, =€ B\C,
prin f(z) =< cop_1, *=c € C, este bijectie.
Cop, T =ay € A,
. e o definitie
Deduceti de aici ca cardB = card(A U B) cardA + cardB.

Arétati ca urmatoarele functii sunt bijectii:

2)
W) F (@) = (ed), )= S0 0+
)

—a

b). g (a.b) (0, +00). gla) = ;.

c). h:(0,4+00) - R, h(z) =Inz.

3). Sa se arate ca \*(x - A) = |z| - \*(4),Vz € R ¢i VA C R (am notat
r-A= { za:a € A} si folosim conventia 0 - (+00) = 0).

4). Sa se arate ca:

)-
a). d(B,C) <d(A,C), oricare ar i A,B,C CR cu AC B.
b). d(AU B,C) = min{d(A4,C),d(B,C)}, oricare ar fi A, B,C C R.
5). Fie A C (0,1) multimea numerelor care, in scrierea zecimala, folosesc
numai cifrele 0 §i 1. Sa se arate cd cardA = ¢ (= cardR) si A*(A4) = 0.
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Indicatie: A = 52, An, unde A, noteazi multimea numerelor din A la care, in scrierea

ca fractie zecimald, cifra 1 apare prima oard pe locul n. Se aratd cd d(An, Apyp) > Tonts >

0,41 = oo+ (g An) 5i An = 10+ Ani1, Y > 1.

6). Sa se arate ca, daca A C R este o multime marginita, \*(A) < 4o0.
Este adevarata reciproca ?

7). Fie f : R — R o functie continua a.i. A ={z € R: f(z) # 0} este o
multime neglijabila (A*(A) = 0). Aratati ca f(x) =0,Vz € R.

8). Fie C' C R o multime marginita si inchisd (compacta). Aratati ca
AN(C)=0eVYe>0,3{Iy, I} CTai CCU'_ Iesi S0, Il <e.

(O multime compacta este neglijabila Lebesgue daca gi numai daca este
neglijabila Jordan.)

9). Sa se arate ca, VA C R,Vz € R*, \*(z- A) = |z| - \*(4).

10). Fie A, : P(R) — R, functia de multime definita prin
A(A) = sup{\(F) : F C A, F multime inchisa},VA C R; A, se numeste
masura interioara Lebesgue pe R.

Sa se arate ca, VA C R, Ay(A) < A" (A) sica \(A) =N (A) <= A e L.

11). Fie A C R; Vn € N*, notdm D, = {z € R : d(z, A) < 1}. Si se
arate ca (D), C 7y, §i ca, daca A este compacta, atunci A(A) = lim, A(Dy,).

Sa se arate ca nu se poate renunta la ipoteza compacitatii.

12). A € L & Ve > 0,3F multime inchisa si 3D multime deschisa astfel
incat FCACDgi A(D\F) <e.

13). Sa se arate ca, daca AC BC C, A,C € Lsi MA) = \NC) < +o0,
atunci B € L.

14). Masura Lebesgue are proprietatea lui Darboux:

a). Fie A € £ cu AM(A) > 0; oricare ar fi b al. 0 < b < A\(A) exista o
multime B € £, B C A al A(B)=0b.

b). Fie A, B € L doua multimi marginite a.i. A C B; sa se arate ca,
Ve e (MA),\(B)),3C € Lai ACCCBsi ANC) =c.

Indicatie. a). Fie A mirginitd inferior i to = inf A; definim functia f : [to, +00) — R prin
f@t) = AMAN [to,t]). Atunci f este lipschitziand f(to) = 0 si lim¢— oo f(t) = A(A). Functia
f are deci proprietatea lui Darboux gi cum b € f((to,+00)) existd ¢t a.i. f(t) = b; se considera
B = An[to, ]

Dacd A nu este mirginitd inferior rationdm similar pentru multimile A, = A N [—n,n].

b). A(A) <c < A(B) = 0<c—AA) < A(B\ A) si se reduce problema la cazul a).
15). Fie A,B € L cu A(A) < 400 si A(B) < +o00; aratati ca

A(4) = A(B)| < N(4AB)
unde AAB = (A\ B)U (B \ A) este diferenta simetrica a multimilor A si B.

16). Fie n € N* gi Ay, Ag,---, A, C [0, 1] multimi masurabile Lebesgue
cu > p_y MAg) > n—1; ardtati ca A(N7_; Ag) > 0.
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Indicatie. Folositi faptul c& A(N}_; Ax) = 1 — A(Up_; A%).
17). Fie (An)n C L ad. AMA,NA,,) =0, oricare ar fi n # m. Sa se arate

A (G An> i)\(An).

n=1

v

ca






Capitolul 2

Functii masurabile

In acest capitol vom introduce gi studia o clasa ampla de functii - aceea a
functiilor masurabile. Printre functiile masurabile vom identifica (in capi-
tolul urmator) pe acelea integrabile. Clasa functiilor méasurabile contine
majoritatea functiilor cunoscute (functiile continue, monotone, functiile in-
tegrabile Riemann); in plus aceasta clasa se bucura de o serie de proprietati
remarcabile legate de trecerea la limita.

2.1 Definitii. Proprietati

S& reamintim ca o functie f : A C R — R este continud pe A daca este
continua in orice punct al multimii A. O caracterizare simpla a continuitatii
globale (pe care o vom demonstra mai jos) afirma ca o functie este continua
daca gi numai daca intoarce deschisi in deschigi. S& reamintim ca daca A C R
atunci deschigii pe A sunt de forma ANG, cu G € 7,.

Propozitie. O functie f : A C R — R este continua pe A daca gi numai
daca, VD € 7,,3G € 7, ad. f1(D) = ANG.

Demonstratie. Presupunem ca f este continua pe A si fie D € 7,
daca f~1(D) = 0 atunci putem alege G = () si obtinem concluzia dorita.
Sa presupunem ci f~1(D) # 0; Vo € f~Y(D), f(x) € D si deci D este
vecinatate pentru f(z); f fiind continua in x, existd un interval deschis
I, € T ai z€l,si f(I;) C D; multimea G = Uref,l(D) I, indeplineste
conditiile propozitiei.

Reciproc, presupunem ca f intoarce deschisii din R in deschisi din A si
fie un punct arbitrar z € A si V' o vecindtate oarecare a lui f(x); atunci
exista un interval deschis I € Z C 7, ai. f(z) € I C V. Rezulta ca
z € f71I) C f71(V) si, deoarece f~1(I) este o multime deschisd in A,

33
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rezulti ca f~1(V) este vecindtate in A a lui x.

S& remarcam ci, in propozitia precedenta, multimile deschise D pot fi
inlocuite cu intervale deschise, deci functia f : A C R — R este continua pe
A daci si numai daci, VI € Z,3G € 7, ad. f71(I) = ANG.

2.1.1 Definitie. Fie A€ L& f: A — R; f este masurabila Lebesgue pe
multimea A daci, Va € R, f71((—o00,a)) € L.

Vom nota cu £(A) clasa functiilor méasurabile Lebesgue pe multimea A.
Sa observam ca, daca B € L(A) (adica B € L,B C A) si daca f € L(A)
atunci restrictia lui f la multimea B, f|, € £(B); intr-adevar, Va €

R, (flz) "M ((=00,a)) = fH((—00,a)) N B € L.

2.1.2 Exemplu. Pentru orice A C R vom nota cu x , functia definita pe
lLxe A

0.0 ¢ A ( functia caracteristica a lui A).

R cu valori in R prin X4 (x) = {

X, €ELR) &A€L

Intr-adevir, daci X4 € L(R) atunci A° =R\ A = le(—oo, 1) € £, de unde
AelL.
0 ,a<0
Reciproc, dacd A € L atunci le(—oo,a) =< A° 0<a<l1l €L, Va€
R 1<a
R si deci x , € L(R).

Urmatoarea teorema prezinta mai multe enunturi echivalente cu cel din
definitia functiilor masurabile pe o multime.

2.1.3 Teorema. Fie A € L gi f : A — R; urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1). feL(A).

2). fY((—o0,a]) € L,Va € R.

3). f((a,+x)) € L,Va € R.

4). f~Y[a,+c0)) € L,Va € R.

5. f7Y(1)eL,VIeTl.

6). f~YD)e€LVDer,.

7). fYB)eL,VBecB,.
Demonstratie.

1) = 2): f~1((—00,a]) = ﬁ F <<—oo,a+i>) Va € R.

n=1



2.1. DEFINITII. PROPRIETATI 35

2) = 3): f((a,+0)) = A\f‘ ((=00,a]),Va € R.
3) = 4): f~1([a, +00)) ﬂf <(a1+oo>),\meR.

4) = 5): Orice interval deschls I € 7 este de una din formele I =
,b),I = (a,+00) sau I = (a,b) cua <b.
’1(( 0) = A\ ST, +00)), VO € R,

Uf ([a—i— —i—oo)),VaeIR{gi

Y(a,b)) = f~ 1(( 00,b)) N f~1((a,+0)),Va,b € R cu a < b.

5) = 6): Din teorema de structura a multimilor deschise (vezi teorema
1.1.3), oricare ar i D € 7,,D = |Jo2; I, unde {I,, : n > 1} C Z. Atunci
f7HD) = Uty 71 ).

6) = 7): FieC = {C CR: f~1(C) € L}; rezultd imediat ci C este
o o-algebra pe R si, din conditia 6), 7, € C. Cum B, este cea mai mica
o-algebra care contine 7, B, C C (vezi propozitia 1.4.3 si definitia 1.4.4).

7) = 1): Orice interval deschis de forma (—o0, a) este multime deschisa
si deci boreliana. -

(_

1

f
f
[~

2.1.4 Corolar. Fie A € L si fie C(A) clasa functiilor reale continue pe A.
1). C(A)CL(A).

2).  Orice functie monotond pe A este masurabila pe A.

Demonstratie. 1). Fie f € C(A); din propozitia de caracterizare a
continuitatii prezentata la inceputul acestui paragraf, oricare ar fi D € 7,
existd G € 7, ai. f~1(D) = ANG € L; punctul 6) ale teoremei precedente
ne spune ca f € L(A).

2). Sa presupunem ca f : A — R este o functie crescatoare; oricare ar fi
a € R, fie zg = sup f~((—00,a)) € (—o0, +00]. Atunci

AN (—o0,z0) C fH((—00,a)) € AN (—o0,x0)).

Intr-adevir, oricare ar fi z € AN (—o0,x0), existd y € f1((—o0,a)) a.i.
x < y. Rezulta ca f(z) < f(y) < a. Incluziunea a doua este evidenta. Din
cele dous incluziuni rezulta c& f~!((—o0, a)) coincide cu multimea din stanga
sau cu cea din dreapta (cele doua multimi difera doar printr-un punct); dar
cele doua multimi sunt amandoua masurabile Lebesgue. .

Deoarece exista functii continue care nu sunt monotone precum si functii
monotone discontinue, rezulta ca cele doua clase, clasa functiilor continue si
cea a functiilor monotone, sunt strict incluse in clasa functiilor masurabile.
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Notatii. Fie f,g,fn, : A — R,¥n € N; vom utiliza curent, pentru
simplificarea scrierii, urmatorul tip de prescurtari:

(f=9) ={zcA: f(z)=g)}
(f#9) ={reA:f(z)#g(z)}
(fa—=f) ={z€A: fulz) — f(x)}

(fn = f) ={zeA: fulz) » f(2)}
In acelasi mod, este clar ce semnificatie acordam unor notatii de tipul

(f>0),(f <g),(f € B) etc.

2.1.5 Definitie. O proprietate P are loc aproape peste tot pe multimea
A C R daca multimea {z € A : z nu indeplineste proprietatea P} este
neglijabila (are masura exterioara Lebesgue zero); vom prescurta spunand
ca P are loc a.p.t. pe A.

Astfel, vom spune ca f = g a.p.t. pe A daca \*((f # ¢g)) = 0; vom mai
nota aceasta cu f = g.

f este continua a.p.t. pe A daca \*({x € A : f discontinua in x}) = 0.

Sirul (f,) converge a.p.t. pe A la functia f daca \*((f, - f)) = 0; vom
nota aceasta situatie cu f, j f.

Daca nu exista pericol de confuzie in legatura cu multimea A pe care
proprietatea are loc a.p.t., putem sa o omitem.

2.1.6 Teorema. Fie Ac L, f,g: A—R.
1). Daca f € L(A) si f=g a.p.t., atunci g € L(A).
2).  Daca f este continud a.p.t. pe A atunci f € L(A).

Demonstratie. 1). Fie N = (f # g); atunci A(N) = 0. Oricare ar
flacR g ((—00a) = (g<a) = [(g < a)N N]U[(g < a) N (A\ N)].
Deoarece [(g < a) N N] C N, ea este neglijabila gi deci masurabila Lebesgue
(vezi teorema 1.3.3) iar [(¢ < a)N(A\N)] = [(f < a)N(A\N)] € L; rezulta
ca g~ ((—00,a)) € L si deci g € L(A).

2). Fie N = {z € A : f discontinua in z}; atunci A(N) = 0. Oricare ar
fia €R, f[7H((-00,0)) = (f <a) =[(f <a)NNJU[(f <a)n(A\N)].
Deoarece [(f < a)NN] C N, ea este neglijabila si deci masurabila Lebesgue
(vezi teorema 1.3.3). Cum f este continua pe A\ N, f|a\n € L(A\N) (vezi
corolarul 2.1.4) si deci [(f < a)N(A\N)] =[(f <a)N(A\N)] € L. Rezulta
cd f71((—o0,a)) € L si deci f € L(A). .

Vom aminti acum teorema lui Lebesgue de caracterizare a integrabilitatii
Riemann.
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2.1.7 Teorema. Fie f : [a,b] — R o functie marginita; atunci f este
integrabild Riemann pe [a,b] dacd si numai dacd f este continud a.p.t. pe
[a, b].

Pentru demonstratie se poate consulta [3], 3.6.20.
Pe baza acestei teoreme si a punctului 2) din teorema precedenta putem
conchide ca:

2.1.8 Corolar. Orice functie integrabila Riemann pe un interval [a,b] este
masurabild Lebesgue pe acel interval (R, € £([a,b]) ).

Operatii cu functii masurabile

Ne vom ocupa de comportarea proprietatii de masurabilitate fata de ope-
ratiile de compunere si de trecere la limita. Apoi vom prezenta rezultate
de compatibilitate a masurabilitatii fata de operatiile algebrice de adunare,
inmultire cu scalari gi inmultire a functiilor.

2.1.9 Teorema. Fie Ac L, f € L(A) sig: B — R o functie continud pe
B; daca f(A) C B atunci go f € L(A).

Demonstratie. Oricare ar i D € 7, existi G € 7, ai. g (D) =
B N G; atunci, folosind iar punctul 6) al teoremei 2.1.3, (g o f)~}(D) =
FU (D)) = FHE) € L.

In general, contra-imaginea unei multimi masurabile printr-o
functie masurabilda nu este masurabila si deci compunerea a doua
functii masurabile nu este, in general, o functie masurabila !

2.1.10 Corolar. Fie f € L(A); atunci:
1). fre L(A),Vn eN;
2). el € L(A);
3). daca f(A) C (0,400) atunciln f € L(A) gi f¢ € L(A),Va € R.

Demonstratie. Nu avem decat sa observam ca se compune f, in 1) cu
functia continua g : R — R, g(z) = 2™, in 2) cu g : R — R, g(z) = €* iar in
3) cug: (0,+00) = R, g(x) =Inz, sau g(z) = z“.

2.1.11 Teorema. Fie A € L i (f,) C L(A); atunci:

1). f=sup, fn € L(A), daca sup,, fn(z) < 400,Vx € A;
f=inf, f, € L(A), daca inf, f,(x) > —oco,Vz € A;
f =limsup,, f, € £L(A), daca limsup,, fr(z) € R,Vx € A;
f =liminf, f, € £L(A), daca liminf, f,(z) € R,Vx € A;
fa(z) = f(x) e RV € A= f € L(A).
fa > = [ € £(A).

w N

ot

(@) =~
N’ S e N N
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Demonstratie.

1). Oricare ar fi a € R, f~((a,+00)) = Upen fr ((a, +0)) € L.
2). Oricare ar fia € R, f71((—00,a)) = Upen fa (=00, a)) € L.
3). limsup,, f,, = inf,, supy~,, frx € L(A) (vezi 1) si 2) de mai sus).
4). liminf, f,, = sup,, infgsy, fr € L£(A) (vezi 1) si 2) de mai sus).
5). Daca f,(z) = f(x), oricare ar fi z € A, atunci

f =liminf,, f, =limsup,, f, € L(A).

6). Fie N = (f, - f); atunci A(N) = 0 si fo(x) — f(x),Vz € A\ N.
Punctul precedent ne asigura ca f|4n € L(A\ N).

Oricare ar fi a € R, (f < a) =[(f <a)NNJU[(f < a)n(A\ N)|.
Deoarece [(f < a) N N] C N, ea este neglijabila si deci masurabila Lebesgue
(vezi teorema 1.3.3) iar [(f < a) N (A\ N)] = (flaw) H((—o0,a)) € L.
Rezultd ci f~1((—oo,a)) € L si deci f € L(A). .

2.1.12 Teorema. Fie f,g € L(A) si fie a € R; atunci f+g € L(A),a-f €
L(A) si f-g€L(A).

Demonstratie. Oricare ar fi a € R,

(f+g<a)=Jl(f<mng<a-r)]eL;
reQ
deci f+g € L(A).
Daca a > 0 atunci, oricare ar fia € R, (a- f > a) = (f>%) € L iar

dacéa<0atunci(a-f>a):(f<g>€£.

In sfargit, dacd f € L£(A) atunci f2 € L£(A) (vezi corolarul 2.1.10) si
atunci, din 1) i 2), f-g = 7 [(f +9)* = (f — 9)*] € £(A). .

2.1.13 Definitie. Fie f : A — R; vom defini f7,f~ : A — R prin
er - Sup{f,Q},f* = Sup{_f7Q}'

fT se numeste partea pozitiva si f~ partea negativa a functiei f.
Evident, f = f* — f~si [f|=f"+[".

2.1.14 Propozitie. Fic A € L;
1). fel(A) & frel(A) si [~ € L(A).
2). feL(A)=|f| € L(A).

Demonstratie. 1). Daci f € L(A) atunci fT € L(A) si f~ € L(A) din
teorema 2.1.11; reciproca gi punctul 2) sunt asigurate de teorema precedenta.
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2.2 Convergenta sirurilor de functii
masurabile
Am introdus in paragraful precedent convergenta aproape peste tot; reamin-

tim ca un gir (f,) converge a.p.t. la o functie f pe multimea A C R daca
N ((fn - f)NA) =0. Vom nota aceasta cu f, j f

Am aridtat ci, daca A € £, (f,) € L(A) si fn j f atunci f € L(A) (vezi

punctul (iii) al teoremei 2.1.6).

In acest paragraf vom mai introduce doua tipuri de convergenta pentru
sirurile de functii masurabile si vom analiza legaturile intre aceste conver-
gente.

2.2.1 Definitie. Fie A € L, (f,) C L(A) si f € L(A);

1. (fn) converge aproape uniform la f pe multimea A daca,
Ve > 0,34, € L al MNA) <esifn ﬁ f.

Vom nota aceasta cu f, % f.

2. (fn) converge in masura la f pe multimea A daca,
Ve > 0,lim, A((|fn — f| =€) =0.

A
Vom nota aceasta cu f, 7 f-

Sirul (f,,), este convergent in masura pe multimea A daca exista

felL(A)ai f, % f.

3. (fn) este gir Cauchy in masura pe multimea A daci,
Ve > 0,limy, oo A((|frm — fn] >¢€)) =0.

2.2.2 Teorema. Fie (f,) C L(A) si f € L(A); atunci:
2. fo = .

3).  Orice sir convergent in masurda pe A este Cauchy in masurd pe A.

Demonstratie. 1). Deoarece f, —a‘—;—) f,Ve>0,3A. € Lcu AN(Ae) < esi

fn A\UA f. Rezultaca,Vn > 0,3ng € Nal., Vn > ngsiVe € A\ A, |fn(z)—

f(z)| < n sau, altfel scris, A\ A- C (|fn — f| <n). Daca complementariem
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ultima incluziune obtinem: (|f, — f| > 1) C Ac de unde X(|f, — f| > 1) <e
si deci limy, A(|fn, — f| = 1) = 0,Vn > 0, ceea ce antreneaza f, %) f.

2). Deoarece f, % fi¥e > 0,3A. € L cu MA:) < esi fp 14\%) f
de unde (fy)n converge punctual la f pe A\ A, sau A\ A. C (fn, — f).
Daca complementariem ultima incluziune obtinem: (f, - f) C A. si deci

N (fn = f) < ,¥e > 0. Rezulta ¢& N (fu + f) = 0 5i deci fo — f.

3). Fie (fn)n € L(A) un sir convergent in masura pe A; atunci exista

feL(A)ai fo % f.

Oricare ar fi ¢ > 0,lim, A((|fn — f| > €)) = 0; deci oricare ar fi n >
0,3ng € N, al., oricare ar fi n > ng, A((|fn — f| = §)) < 4. Fie acum
m,n > no; deoarece |fm — ful < [fmn — fI+ | = ful,

(=11 < )N (U= 11<5) S U= ful < 2),

sau, trecand la complementara,

Ufn = fil 22 < (1= 112 5) U (1= 112 5)

si deci
MU= Fal 2) X (1 = £125)) + A (1= £125)) <.

Rezulta ca limy, o0 A((| frm — fn] > ¢€)) = 0. .
Urmatoarele exemple arata ca reciprocile implicatiilor 1) si 2) din teo-
rema precedenta nu sunt adevarate.

2.2.3 Exemple. 1). Fie f, : R = R, f,, = X

(fn)n nu converge aproape uniform la 0.
2). Vn € N*,Vk =1,...,n sa notam cu f, = x

nto0)” Atunci f, E 0 dar

(50)

n 7n

sirul (gp) astfel:

n="h19=195=f2 e = Fats s Gneon ) = Frns

; sa construim

Vp € N* 3n, unic a.i. % <p< W i atunci g, = fo, k,»

unde k, =p — W €{1,2,...,n,}.
kp—1 kpy\ 1 i i A
Ve > 0,A(lgp| >¢) < )\(‘;L—p, n—’;) = 5y = 05 deci g, = 0.
Pe de alta parte, Vo € (0,1),Yn € N,n > 3,3k kK" € {1,...,n} al

x e (=L By (K= ET) o deci exista pl, = Ln;l) + K, = Ln;l) + K

a.l. gy (r) =1 iar g, (x) = 0 ceea ce arata ca (g,(z)),en este divergent.
P Pn p p
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Atunci (g,) nu este convergent a.p.t. pe (0,1) la 0 de unde rezulta ca
(gp) nu este convergent a.u. pe (0,1) la 0.

2.2.4 Teorema. Fie A e L,(f,) C L(A), f,g € L(A).
1).  Daca f, %) f atunci f, % g<< =g ap.t.

2).  Daca f, j f atunci f, % g<= f=g apt.
3). Daca fn % f atunci f, % g< f=g ap.t

Demonstratie. 1). (=>): Presupunem ca f, % [ fn % gsifiee >0

arbitrar; din inegalitatea |f — g| < |f — fu| + |fn — g| rezulta incluziunea
(Ifn = fl<5)0(fa—9gl < 5) € (If —9g| <e¢). Prin complementariere
obtinem (|f —g| > ¢) € (|fn — f| = 5) U (|fn — 9| = §) de unde, folosind
monotonia gi proprietatea de finita subaditivitate a masurii A\(|f —g| > ¢€) <
M| fu—=f1 = 5)+A(|fn—g| > 5). Trecand la limita in inegalitatea precedenta
rezulta ca, oricare ar fi e > 0, A(|f —g| > ¢) = 0.

Pe de alta parte A(f #¢g) = A(|f—g| >0)=A U (\f—g[2;> <
p=1

> 1
ZA(f—g| > ) =0 gi deci f =g a.p.t.
P

(<=): Presupunem ca f, % fsica f =g ap.t. Pentru orice ¢ >
0,(1fs — 9l = 2) € (fu— 1 2 &) U(f # 9); aplicind proprietitile de
monotonie i de finitd aditivitate ale masurii obtinem A(|f, — g| > ¢) <
M| fn — f] = ) si, trecand la limita, lim, A(|f, —g| >¢€) = 0.

2). (=): Din incluziunea (f # g) C (f - f)U (fn - g) si din
proprietatile masurii A rezulta ca A(f # g) = 0.

(<): Incluziunea (f, - g) C (fn - f)U(f # g) ne conduce la
A(fn e g) =0.
3). (=): Daca f, jjl_) fsifa —a;u‘—> g atunci, din punctul 2) al teoremei

2.2.2, fn j fsifa j g. Conform punctului precedent f = g a.p.t.

(<=): Presupunem c& f, % fsica f=ga.p.t.; oricare ar fi e > 0

exista A, € £ ai. MNA.) < esi f, —— f. Atunci f, - i,
: ey <ot 00 7 " oz 1
deoarece A\(A:) = MA: U (f # g)) < &, rezulta ca f, —a‘—j:'—> g. .

2.2.5 Teorema (Riesz).
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1). Orice sir Cauchy in masurd pe o multime A € L are un subgir
convergent aproape uniform pe A.

2). fn % f= 3k, T +o0 a.i. fp, 7 f.

3). Orice sir Cauchy in masurd pe o multime A € L este convergent in
masura pe A.

Demonstratie. 1). Fie (f,)n € £(A) un sir Cauchy in masura pe A;
Ve > 0,1imy, p—sto0 A(|fn — fm| =€) = 0. Deci Ve > 0,3k, € N astfel incat
Vk > ko, \(|fx — fx.| > €) < e. Sa dam pe rand lui ¢ valori in multimea
{2% : ke N}
(0) e=1,3kg € N,Vk > ko,)\(|fk — ka’ > 1) <1,
(1) e=12%,3k € Noky > ko, Vk > ki, A(|fe — fr| > 3) < 3,

(n) e_Qn,ak € N, ky > ky—1,Yk > kn, M| fe — frn| = 55) < o,

Daca in relatia (n) 1nlocu1m k = kn+1 > ky, atunci obtinem Vn € N,
A(’fkn+1 fkn| = 2n) < 2n-

Sa notam, Vn € N, B, = U2, (| frisr — frs| = %) gl s& observam ca
A(Bn) < Zfin )\(’fk’i+1 - sz| 2 %) < Zfin % = in—l'

Fie B =2, Bp; atunci, Vn € N,A(B) < A(By,) <
ci A(B) = 0.

Oricare ar iz € A\ B=J,”1(A\ By),3ng € Na.i xz € A\ By,; deci,
Vn > 1o, | fr i (2) = fi, (2)] < 5. Atunci, Vo > m > no, | fi, (€) = fr,, ()| <
| o ()= iy (@) fropgs (€)= fh ()] < gir + s+ A g < gt
Rezulta ca sirul ( fx, (z)), este sir Cauchy in R si deci exista lim,, fi, (z) € R.

Definim f: A — R prin f(x) = { limy, 00 fkn(w()), ; g g\B '

Atunci f € £L(A); vom arata ca fk —a:u;) I

Ve > 0,dng € N astfsfel incat

Sa ardtam ca fr, —— f.
A\Bn,

Oricare ar i z € A\ By, = ﬂzo no(‘fkn+1 fr,| < 27) ‘fknﬂ(l”) _
fr, ()] < Qn,Vn > np; atunci, ca si mai sus, Vn > m > ng,|fx, () —

Siom (@)| < 5=r. Observam cd x € A\Bp, C A\B si deci limy, fi, (z) = f(z).
Daca trecem la limita pentru n — oo in inegalitatea de mai sus obtinem

1
2n0 Fo=t < & atunci A\(Bp,) < gmg=1 < €.

1
|f(z) = fr,, ()] < S 1,Vm>n0,Vx€A\BnO,

ceea ce ne asigura ca f, — f.
A\Bp,
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2). Daca f, % f atunci, din punctul 3) al teoremei 2.2.2, (fy,), este

Cauchy in masura pe A. Am demonstrat mai sus ca, in acest caz, (fp)n
admite un subsir (fx,)n convergent aproape uniform la o functie g € £(A).
Acest subsir va converge si in masura la g (vezi punctul 1) al teoremei 2.2.2).
Pe de alta parte (fg,)n converge in masura si la f (orice subsir al unui sir
convergent In masura converge in masura la aceeasi functie). Din punctul
1) al teoremei 2.2.4 rezulta ca f = g a.p.t. si din punctul 3) al aceleiasi
teoreme, [, % f.

3). Orice sir Cauchy in masura, (f,), € £(A), admite, din punctul 1),
un subsir (f, )n convergent aproape uniform pe A la o functie f € L(A);
atunci fy, % f. Deoarece |fr,— f| < |fo— f,|+|fr, — [, rezulta c&, Ve > 0,

(10 = fral < 5) 0 (i = 11 < 5) S U= fl < &)

de unde, trecand la complementara,

(=200 (1= 12 5)0 (1112

sau
5 €
fa=F128) <A (Ifa = frul = 5) + 2 (Ife, = £ 2 5).
Deoarece (fy)n este sir Cauchy in masura iar (f, ), converge in masura la
f pe A, termenii sumei din membrul doi al inegalitatii de mai sus converg
la 0 si deci (fy)n converge in masurd la f pe multimea A. .

2.2.6 Teorema (Egorov). Fie A € L cu MA) < +oo si fie (fu)n C
L(A),f € £(A) i fu <> f; atunci fy =2 f.

Demonstratie. Sa presupunem deci ca fj, j f. Daca B = (f, % f)

atunci B € L g1 A(B) = 0.
Vk,m € N*, notam cu:

Eym = {x € A\ B:|fo(z) — f(z)] < %,Vnz k}

Observam ca By, = ooy, (Ifo — f| < £)\B. Deoarece |f,— f| € £L(A),
rezultd i By, € £,Yk,m € N*. In plus, By C Epy1m C A\ B,Vk,m €
N*.

Ve € A\ B, fo(z) — f(z) si deci Jky € N* astfel incat Vn >
> ko, |fu(®) — f(z)] < L, sau @ € By, Rezultd cd Ym € N*| girul

m’
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(Ek,m)ken+ este un sir crescator si (Jpoy Egm = A\ B. Folosim acum pro-
prietatea de continuitate a masurii pe siruri ascendente gi obtinem

AA\B) = lim A(Ejm),Vm € N*.
k—+o00
Dar A(A\ B) = A(A) < 400 si deci Ve > 0,Vm € N*, 3k, € N* astfel incat

AAN Brypam)| = [A(A4) = A(Bryn)| < 5z

Acum, Ve > 0, notam A. = o7 (A \ Ek,,.m). Rezultd cd A\(A.) <
Dom=t MAN Epyom) < 3oy 5 = €

Ve € A\ Ac = (ov_y Bk, Ym € N*Vn > k. | fo(2) — f(2)] < L.
Atunci Vn > 0,3Img € N* astfel incat m%) < 1. Deci In. = ky,, € N astfel
incat Vn > n., Vo € A\ Ag, |fn(z) — f(2)| < n% < 1, de unde rezulta ca

fn —— f. Deci f, %f

A\A. .

2.2.7 Corolar.
1). fn % f= 3k, 1t +o0 a.i. fp, j* f.

2). fu > f 8i MA) < +00 = fu > f.

2.2.8 Exemplu. Fie f, = Xnn 4 1) atunci (f,) converge punctual la

functia identic nula pe R dar sirul nu converge in masura la aceasta functie.

Figura urmatoare ilustreaza relatiile intre diversele tipuri de convergenta
definite; sigeata punctata indica convergenta pe subsiruri.
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2.3 Structura functiilor masurabile

Fie A C R; vom nota cu x , functia caracteristica a multimii A; deci
1, z€A
iR 0@ ={ g TEh

Dacd B C A atunci x5 < x,- In cele ce urmeazi vom identifica, fird
pericol de confuzie, functia x 5 cu restrictia ei la multimea A: x B|A A —
{0,1}.

Sa remarcam ca, daca {A; : i € I} C P(R) este o familie arbitrara (finita
sau infinit numarabild) de multimi disjuncte doua cate doua (4; N A; =
0,Vi,j € 1,i# j) atunci XU s = Yicr X4,

2.3.1 Definitie. Fie A € L& f: A — R; functia f se numeste functie
etajaté pe multimea A daca f(A) ={a1,...,ap} CRsi, Vie {1,...,p}, A; =

({az}) €L

In aceastd situatie f = ZZ 1" Xy, (aga cum am mentionat mai sus,
functiile caracteristice ale multimilor A; sunt gandite ca functii definite
pe A); daca printre valorile a; presupunem ca exista si 0, atunci familia
{A1,...,A,} formeaza o partitie a multimii A (4; N A; = 0,Vi # j si
U A4; = A).

Vom nota cu £(A) multimea functiilor etajate pe A.

Observam c& E(A) C L(A); intr-adevar, oricare ar i f =Y ¢ | a;- Xy, €
E(A) si oricare ar fi a € R, (f < a) = f~1(—00,a) = Uy, <o 4i € L.

2.3.2 Propozitie. £(A) este subspatiu vectorial real al spatiului L(A).

Demonstratie. Fie f = Y7 1 a; - x,,9 = Z?Zl bj - xg € E(A);
1 J
atunci [ +g = >0 a; - (Zj:l XAmBj) + Z?:l bj - (X1 Xp; QAZ.) =
[ Z?zl(ai—l—bj) ‘Xa;np; € E(A) si, oricare arfic € R, e+ f = Y7 (ca;)-
Xy, €E(A).

2.3.3 Teorema (de aproximare a functiilor masurabile). Fie A € L;
. frA=Ry, fely(A) = 3fu) CEL(A), fu T [
3). fe€L(A),f marginita = 3I(fn) C E(A), fn % -

1). Vom presupune intii ca f : A — R este masurabila si pozitiva. Sa
observam ca Vn € N,
n2"—1

k k 1
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Atunci:

n2"—1

a=rtw= U r ([2ﬁ,‘”f))Uf1<[n,+oo>>.

Sa observam ca, deoarece f € L(A), Vn € N,Vk =0,...,n2" — 1,

_ E k+1
A,m_fl(Ln. o >>e/:.

Vom defini atunci, Vn € N,

n2"—1

k
fn: Z QT'XAk,n‘

k=0

Observam ca (fn)nen € E(A) si fr, > 0,Vn € N. Vom arata ca sirul (f,)nen
este crescator si converge punctual la f.

Vo € A,Elno e N, al f(zx) < n,Vn > ng. Atunci f(z) € [0,n) deci
Ik € {0,..,n2" — 1} al. £ < f(z) < &L

Pe de o parte fa(z) = 4. Pe de altd parte 22% < flx) < 3’2—112, de unde
fn+1( )— 2n+1 fn( )

Inplus 0 < f(z)— fo(z) < 3, Vn > ng, ceea ce antreneaza f,(z) — f(x).

Sa observam ca, daca f este in plus si marglmta pe A, atunci dng € N a.l.
f(z) < no,Vz € A. Rezulta atunci ci |f(z) — fo(2)| < 3,Vn > ng,Vz € A,
de unde f, % f.

2). Fie acum f : A — R o functie masurabild oarecare. Atunci f* =
sup{f,0} si f~ = sup{—f,0} sunt functii masurabile si pozitive (vezi pro-
pozitia 2.1.14). Conform primei parti, 3(g,), (hn) C E(A) ad. g, T fT si
hn T f~. Fie fn = gn — hyp € E(A),¥n € N. Rezulta ca (f,), converge
punctual pe Ala ft — f~ = f. Inplus |[fu| < gn+hn < fH+ " =|f]
|fal T1SL-

3). Daca f este si marginita, atunci f* i f~ sunt marginite si deci, din
1),gni>f+ si hn%f*,de unde fn%f. .

Observam din teorema precedenta si din punctul 5) al teoremei 2.1.11

v

ci
feL(A) <= I(fn)nen C E(A) ad. fu(x) = f(x),Vx € A.

Functiile care sunt limite In masura de siruri de functii etajate formeaza o
submultime importanta a clasei functiilor masurabile.
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2.3.4 Definitie. Fie A € £; functia f € L(A) se numeste total masura-
bilA pe A daci existii un sir (f,) C £(A) ai. f, % f.

Vom nota cu £;(A) clasa functiilor total masurabile pe A.

2.3.5 Teorema. Fie f € L(A); atunci
feLiy(A) <= Ve>0,3k >0 ai A|f|>k)<e.

Demonstratie. (=): Fie (f,)n C £(A4) al. f, % f; teorema lui Riesz
(teorema 2.2.5) ne asigura existenta unui subsir k, T 400 al. f, % f.
Atunci, pentru orice ¢ > 0 existd A. € £ cu AM(A:) < € ad. f, ﬁ) f.
Functiile f, fiind etajate sunt marginite si, deoarece convergenta uniforma
conserva, marginirea, f este marginita pe A\ A.. Deci exista k > 0 a.i.,
oricare ar fi z € A\ A.,|f(z)| < k sau, echivalent, A\ A; C (|f| < k). Com-
plementariind ultima relatie obtinem (| f| > k) C A, si, utilizand monotonia
masurii, A(|f] > k) < e.

(<=): Din punctul 2). al teoremei 2.3.3, exista un sir (fy)n, C E(A)
al. (fn)n converge punctual la f pe A. Presupunem ca, oricare ar fi € > 0,
exista k > 0 al. A(|f| > k) < e. Fie Ac = (|f] > k) € L; atunci f
este marginita pe A \ A. si deci, conform punctului 3). al teoremei 2.3.3,
fn ﬁ f. Atunci f, a—;'—> f si, din punctul 1) al teoremei 2.2.2, f, % f

deci f € Li(A). n

2.3.6 Observatii. (i) Teorema precedenta afirma ca o functie este total
masurabila pe A daca si numai dacéa este masurabila si asimptotic marginita
pe A: Ve > 0,3A;. € £ al A A.) < € gi f este marginita pe A\ A.
(A = (If] > ).

Evident ca o functie marginita pe A este total masurabila daca si numai
daca este masurabila.

(ii) Dacd A(A) < 400 atunci £;(A) = L£L(A). Intr-adevir, fie f € £(A);
atunci (), (|f| > n) = 0 i, deoarece A(A) < 400, putem aplica proprieta-
tea de continuitate a masurii pe siruri descendente (punctul 7) al teoremei
1.3.11). Deci lim, A(|f] > n) = 0. Rezulta ca, Ve > 0,3ng € N a.i. A(|f| >
no) < €. Functia f este deci asimptotic marginita pe A si deci f € L(A).

(iii) Functia f : R — R, f(z) = x, este continud pe R gi deci este
masurabild; f nu este insa asimptotic marginita pe R (Vk > 0, A(|f| > k) =
+00) si deci nu este total masurabila. Sirul de functii etajate (f,,), definite

n.2"
prin f, = Z 2% 'X[L . ), converge punctual la f pe R.
k=—n.2"

on .y on
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2.3.7 Teorema (Luzin). Fie f € L(R); pentru orice € > 0, existd o
submultime inchisa a lui R, F., a.i. AR\ F.) < ¢ i f|, este functie
continud.

Demonstratie. Vom demonstra teorema in trei etape.

Lf=>p, AKXy, € E(R). Atunci Vk # L ax # aj, AxN A =0,A, € L,
si Upey Ak =R -

Exercitiul 12 de la 1.5 ne asigura ca, Ve > 0,Vk = 1,...,n,dF, = F, C Ag

al A(Ag \ Fk) < 5. Fie . = Up— Fi; atunci F; = F; si

A(RA\PE)ZZA (LJ44k\l%) ::ZE:A(Ak\\P})S
k=1

k=1

SYMANF) <Y m <Y ==
k=1 k=1 k=1

Fie ¢ = f|r., fie g € F: si fie (zy)n C F.,x, — 9. Atunci exista
i€ {l,---,n} al xy € F;. Rezulta ca exista ng € N a.i. z, € F;,Vn > ng
(dacad am presupune ca o infinitate din termenii girului (z,),, s-ar afla in alta
multime F}; atunci, cum F} este inchisa, ar rezulta ca x¢ € F} ceea ce este
imposibil deoarece F; N Fj = ().

Dar pe F; functia g este constanta si deci, oricare ar fi n > ng, g(x,) =
a; — a; = g(xp). Rezulta ca g este continua pe Fy.

II. f e Ly(R).

Functia f este limita In masura a unui sir de functii etajate. Din teorema
lui Riesz (teorema 2.2.5) acest sir admite un subsir convergent aproape uni-
form la f. Fie deci (fn)n € ER), fn % fiVe>0,3A. € L cu M(A:) < §

si fn R\LA> f- 3D. € 7, al. A. C De si A(D: \ A-) < §; atunci A(De) =

AMAg) + AM(D: \ Az) < 5. Din prima etapa a demonstratiei, Ve > 0,Vn €
N, 3F7, multime inchisa, a.i. f,|r: este continua si A(R\ F;) < 5m5r. Fie
acum D = D U2 | (R\ F%) € 7,. Multimea F, = R\ D este atunci inchisa
SR\ F) = A(D) < D)+ 355 ARVFD) < 54350, g — 545 — <.
Din definitie, F; = (R\ D) Ny FE C (R\ A:) N2, FS. Rezulta ca
In FL> f st fnlF. este continua (in topologia relativa a lui Fy), Vn € N.

Pgroprietatea de conservare a continuitatii prin convergenta uniforma ne
asigura atunci ca f|r. este continua.

III. f € L(R).

A fiind masurd o—finitd, 3(D,) C 7, al. R = o Dy si A(Dy) <
+o0,¥n € N. Rezulta din punctul (ii) al observatiei 2.3.6 ca f - Xp, €
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L(R),Vn € N*. Atunci, din etapa II, Ve > 0,¥n € N*, 3F¢ = F£ C R a.l.
[+ Xp, |Fs este continua i AR\ Fy) < 5.

Fie FF = N, F&; rezultd cd F = F si AR\ F) = AUy (R\ FY)) <
Yol AR\ F) < e. S& aritam ca f|p este continua.

Vzo € F,3ng € N* al xg € Dy,. Sa notam cu g = f - XD, ‘Fﬁo despre
care gtim ca este continua in topologia relativa a lui Fy; . DeciVn > 0,36 > 0
al Vo € Fj cu |z —xo| <, |g(x) — g(zo)| <n. 0 poate fi ales suficient
de mic a.i. (g — 0,20 + ) C Dy,. Atunci Vo € ' C F; cu |z —xzo| < 6
rezulta cad x € Dy, si astfel |f(z) — f(zo)|] = |g(z) — g(xo)| < n. Deci f|r
este functie continua. .

2.3.8 Corolar. Fie A € L si f € L(A); atunci, pentru orice e > 0 existd
o multime inchisa F; CR a.i. A(A\ F.) <€ si flanr. este continud.

Demonstratie. Functia f : R — R definita prin

=y | flx), z€A

este masurabila pe R (vezi problema 5) de la 2.5).
Din teorema precedenta, pentru orice € > 0 existda o multime inchisa
F. CRai AR\ F.) <esif|r este continud. Multimea inchisi F. verifici
concluzia corolarului. .
Vom prezenta In continuare inca o teorema de aproximare a functiilor
masurabile cu functii continue.

2.3.9 Teorema (Borel). Daca f € L(R) atunci, Ve > 0,3f, o functie
continud pe R, a.7. \*(f # fz) < e.
In plus f. se poate alege a.i. sup,cg |fe(z)| < supger | f(2)].

Demonstratie. Fie f € L(R) si fie « = sup,cp |f(2)| € [0, 4+00]; atunci
f(R) € I = [~a,a]. Conform teoremei lui Luzin, pentru orice ¢ > 0,
exista o multime inchisa . C R ai. AR\ F.) < e si f|, este continua;
f(Fz) € [-a,a]. Vom utiliza acum o teorema clasica de topologie, teorema
lui Tietze: orice functie continua pe o submultime inchisa a lui R cu valori
intr-un interval I C R se poate prelungi la o functie continua pe R cu valori
in acelagi interval I (vezi pentru demonstratie teorema 1.8.9 din [3]). Fie
deci f. : R — I o functie continua pe R a.l. f. coincide cu f pe F.. Evident
ca X' (f # fo) S AR\ Fy) < e sisupger | fo(2)] < a =sup,ep | f(2)]. .

In acelagi mod in care am demonstrat corolarul teoremei lui Luzin se
poate arata:
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2.3.10 Corolar. Fie A € L g1 f € L(A); atunci, Ve > 0,3f., o functie
continud pe A, a.i. N*(f # fz) < e.

In plus f- se poate alege a.i. supy,c4 |fe(x)] < sup,eq |f(2)].

2.3.11 Exemplu. Fie Q C R multimea numerelor rationale; stim ca
Q C L (vezi (ii) din exemplul 1.2.11 si (i) din teorema 1.3.3) si deci Xg €

L(R) (exemplul 2.1.2). Daca Q = {q1,42,-.,qn, ...}, atunci notdm, Ve >
5 3

0,Vn € N*, It = <qn = g1 dn + W) Atunci Q C U2, IE = D, € 7.
Multimea F, = R\ D, C R\Q este inchisa, A(R\F:) = A(D:) <> 57 =€
si Xg fiind constanta egald cu zero pe Fy, este continua pe Fr.

Observam ca functia Xg DU este continua in nici-un punct din R.

Functia f. = 0 este continua pe R gi \* (XQ #f:)=0<e.

Sirul (f,), definit prin f, = 0,Vn € N, este un gir de functii continue
convergent a.p.t. la Xg-

2.4 Cadru abstract

Ca si la sfargitul capitolului 1, vom prezenta functiile masurabile si pro-
prietatile lor in cazul unui spatiu cu masura abstract.

2.4.1 Definitie. Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura o-finita si completd;
functia f : X — R este masurabili daci, Va € R, f~1(—o00,a) € A.

Vom nota cu M(X) (sau pur si simplu cu M, cand nu este pericol de
confuzie) clasa tuturor functiilor masurabile pe X.

OricarearﬁAQX,XA EMe— Ac A

O functie A-etajata (sau, dacd nu este pericol de confuzie, etajata)
este o functie f : X — R pentru care f(X) = {a1,...,ap} C Rsi 4; =
f~*({ai}) € A Vi = 1,...,p. Vom nota cu £(X) clasa functiilor etajate;
Vi€ &X), f = Yi_1ai-x,, unde {A1,.., Ay} formeaza o partitie A-
masurabild pentru X. Evident & (X) S M(X).

Daca X este dotat cu o topologie 7 a.l. 7 C A atunci functiile reale
continue pe (X, 7) sunt masurabile (C(X) C M(X)).

Daca inlocuim corespunzator A cu X, £ cu A si L(A) cu M(X) atunci
se pastreaza rezultatele 2.1.3, 2.1.11, 2.1.6, 2.1.12 si 2.1.14.

2.4.2 Teorema. Fie f: X — R; urmadatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1). feM(X)
2). f7((~oc0,a]) € A Va eR
3). fY(a,+x)) € A Va R
4). f~Ya,+0)) € A, Va € R
5. fFYI)e AVIET
6). f~Y(D)e€ AYD € T,.
7). fU(B)e AVB € B,
2.4.3 Teorema. Fie (f,) C M(X); atunci:
1). f=sup, fn € M(X), daca sup,, fn(x) < +o0,Vz € X;
2). f=inf, f, € M(X), daca inf,, f,(z) > —oc0,Vz € X;
3). f=limsup, fn, € M(X), daca limsup,, f,(z) € R,Vz € X;
4). f=liminf, f, € M(X), daca liminf, f,(z) € R,Vz € X;
5). falz) = f(zx) e RV e X = f e M(X).
6).

fo = F = F € M(X).

2.4.4 Teorema. Fie f,g: X — R.
1). Daca f e M(X) si f =g a.p.t., atunci g € M(X).
2). Daca f este continud a.p.t. pe X atunci f € M(X).

2.4.5 Teorema. Fie f,g € M(X) si fie « € R; atunci f + g € M(X), -
feM(X)sif geM(X).

2.4.6 Propozitie.

1). fEM(X)& fTe M(X) si fm- € M(X).

2). fe M(X)=|f| € M(X).

Se pot defini, la fel ca in 2.2.1, convergenta in masura gi convergenta
aproape uniforma si se regasesc rezultatele 2.2.2, 2.2.4 - 2.2.7.
2.4.7 Definitie. Fie (f;) € M(X) si f € M(X);

1. (fn) converge aproape uniform la f pe multimea X daca,

Ve >0,34. € Aai u(A) <esifn ﬁ f.

Vom nota aceasta cu f, %;—) f.

2. (fn) converge in masura la f pe multimea X daca,
Ve > 0,lim, u((|fn — f] > €)) = 0.

Vom nota aceasta cu f, —;—> f.

Sirul (f,,)n este convergent in masura pe multimea X daca exista

feM(X)ai f, % f.
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3. (fn) este gir Cauchy in masura pe multimea X daca,
Ve > 0, limy, p—soo (| frn — fn] >¢€)) =0.

2.4.8 Teorema. Fie (f,) € M(X) si f € M(X); atunci:

3). Orice sir convergent in masura pe X este Cauchy in masura pe X.

2.4.9 Teorema. Fie (f,) C M(X), f,g € M(X).

1).  Daca fp %) f atunci f, % g< f=g apt
2).  Dacd f ? [ atunci f, % g<= f=g ap.t
3). Dacd fp % f atunci f, % g f=g ap.t

2.4.10 Teorema (Riesz).
1). Orice sir Cauchy in masurd pe X are un subsir convergent aproape

uniform pe X.

2). fn ;’“;» f= 3k, t +0 a.i. fp, 7 f.

3). Orice gir Cauchy in masura pe X este convergent in masurd pe X.
2.4.11 Teorema (Egorov). Daca pu(X) < 400 i (fu)n € M(X), f €
M(X) a.i. fo ? f, atunci f, % f.

2.4.12 Corolar.
1). fn ;"? f= 3k, 1 +o0 a.i. fi, ? f.

2). o f5in(X) <+oo=fn 2 f.

In acest cadru abstract se poate demonstra de asemenea teorema de
aproximare a functiilor masurabile cu functii etajate (vezi teorema 2.3.3).

2.4.13 Teorema.
1). f:X =Ry, [ € My(X) = 3(fu) CEL(X), fu T f.

).
2). feM(X)= 3(fn) CEX), fn ;’} f.
3). feM(X),f marginita = 3(fn) C E(X), fn ;“? f.
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2.5 Exercitii
1). Fie (Ap)n € L(R) un sir disjunct de multimi masurabile (A, N A,, =
0,Yn # m) si fie (an)n, C R. Sa se arate cd functia f : R — R, definita prin

flz) = Z an - X4 (2),Vr € R, este masurabila.
n=0

2). Fie A C R o multime ne-masurabila Lebesgue (A ¢ L(R)) si f: R —
R, functia definita prin f(x) = { L, zed . Sa se arate ca |f| € L(R)

-1, z¢ A
dar f ¢ L(R).
3). Sa se cerceteze daca functia lui Riemann: f : [0,1] — R, f(z) =
0, z€ (R\Q)NJ0,1]
{q, nge[0,1],p€N,q6N*,(p,q):1 ’

Indicatie. Se va arata cd f este continua in toate punctele irationale si in 0 si este discontinua in

este masurabila Lebesgue.

punctele rationale ale lui [0, 1].

4). Fie f: A= Rsi B,C € L ai. A= BUC, sa se arate ca f € L(A)
daca si numai daca f € L(B) si f € £L(C).

5). Fie f: A = R, f € L(A) si fie B € L(A); atunci functia g : A - R

definita prin g(x) = { f (x()]: f: E g\ B , este masurabild Lebesgue.
6). Fie f:[0,1] — R definita prin f(z) = 0, =0 .
' z-sinl, 2 e (0,1

Sa se arate cd f € £([0, 1]) si s se calculeze A(f > 0).
7).Fiefi:R—=>R, fe L(R),aeRsig:R—R,g(z) = f(x+a),Vx € R.
Sa se arate ca g € L(R).
8). Fiel € Zsi f: 1 — R o functie derivabila pe tot intervalul deschis
I; sa se arate ca derivata lui f, f/, este masurabila Lebesgue.
Indicatie. Se va ardta ci, pentru orice z € R, f/(z) = limp—o0on - {f (z + %) — f(:r)} .
9). Fie Ae L, fe L(A)siacR;aratatica (f=a)={z € A: f(z)=
a} € L.
10). Fie A e Lsi f,g € L(A); aratatica (f <g) ={r € A: f(zx) <
g(z)} € L.
11). Fie A€ L1 f € L(A); definim || f|| = inf{e + (| f| > ) : € > 0}.
Aratati ca:
a). |[fll=0+=f=0apt,
b). I = fI = lIfIl,Vf € £(A),
o) \If +gll <IfI1+1lgll,Vf 9 € L(A),
d). oS F == 1o = fll = 0,Y(fa)n € £(A), f € L(A).
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12). Sa cerceteze daca sirurile urméatoare sunt convergente a.p.t., aproa-
pe uniform sau in masura pe multimile lor de definitie:
a). fo:RoR, fr=21. X(0,n]"
b). fn R=R, fp(x)=n-e ™. x
c). fn:R%R,fn:n-x[O 1
13). Aratati ca seria ) 7, S0IE este convergentd pe R la o functie
masurabila Lebesgue.
14). Aratati ca sirul (fn)n € R, fu(x) = sinnz, nu converge in masura
la 0.
15). Fie A € £ cu A(A) < +o0.
a). feLl(A)=Ve>0,3k>0al A|f|>k) <e.

b). fn%f:>V5>O,3k>Oa.i. M| fal > k) <&,Vn €N.
A 2 A 2
) Jopf=fu 2 I

d) fn%)fagn%ngngn%)fg'

Indicatii.

[0, 4+00) (l‘) ’

a). Se va tine cont cd sirul de multimi masurabile (|f| > n)pen este descrescdtor si cd masura
spatiului este finita.
b). Se va folosi incluziunea (|fn| > k+1) C (|fn — f| > 1) U (|f| > k) si punctul a).
¢). Se va folosi incluziunea (| f2 — f2| > €) C (Ifn — f| = 57) U (Iful = k)U(|f| > k) si punctul b).
d). Se tine cont de relatia frgn = i[(fn +9n)? — (fn — gn)?] si de punctul precedent.

16). Sa se arate ca sirul (fn), € £(R), definit prin f,(z) = z + 1, este
convergent in misura la functia f € L(R), f(x) = z, insd (f?2),, nu converge
in masura la f2. Sa se explice rezultatul.



Capitolul 3

Integrala Lebesgue

In acest capitol vom construi integrala Lebesgue, intai pentru functii masu-
rabile si pozitive si apoi pentru functii masurabile in general.

Vom arata ca familia functiilor integrabile Lebesgue pe o multime A € £
se organizeaza ca un subspatiu vectorial al spatiului £(A) si ca integrala
este un operator liniar pe acest spatiu.

Vom prezenta principalele proprietati ale clasei functiilor integrabile si
ale integralei; printre acestea se detageaza proprietatile de trecere la limita
sub integrala. In finalul capitolului vom face un studiu comparativ al inte-
gralelor Riemann si Lebesgue.

3.1 Integrarea functiilor masurabile pozitive

Fie A € L si fie £4(A) multimea functiilor etajate si pozitive pe A; daca f €
E+(A) atunci f =Y | aiX 4, unde {a; :i=1,...,p} CRy,a; # a;,Vi#j
iar A; = f~'({a;}) € £L,Vi = 1,...,p. Presupunem c& printre valorile lui f
exista gi valoarea 0 si atunci {A4; : i = 1, ..., p} formeaza o partitie masurabila
a multimii A.

3.1.1 Definitie. Vom nota cu

p
/ faX =" ai\(A;) € [0, 00
A i=1

si o vom numi integrala functiei f pe multimea A.
Functia f este integrabila pe A daca fA fdA < 4o0.
Vom nota cu S}F (A) multimea functiilor etajate pozitive si integrabile pe A.

95
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Daca B € L£,B C A, atunci restrictia lui f la multimea B este f|, =
b aix AnB € E+(A) (reamintim ca identificam y A, np Cu restrictiile
acestor func‘gu caracteristice la multimea B) .

Evident, [ flzd\ = 31— aiA(AiN B) = [, f- xzd\; vom nota aceasta
integrala cu fB fdA.

Daca B € L(A), atunci x5 = xp +O'XA\B €&i(A) s foBd)\: AAN

B) = \(B). In particular, pentru orice A € L, X4 € E+(R) si Jz X dA =
A(A). Rezulta ca x , € EL(R) daca si numai dacd A(A) < +oo.

3.1.2 Observatie. Daca f =) ¢ | aix,, = > ijBj, unde {A; : i =
1,..,p} i {B; : j =1,...,q} sunt partitii masurabile ale lui A, atunci

q P q

ﬁé%A ié}:%AA.mB E:}:@A@@ngyzﬁé@Au%)
=1 1

=1 j= i=1 j=1 j=1

Egalitatea din mijloc are loc deoarece, V(i, j) pentru care A;NB; # 0, a; = b;.
Astfel integrala functiei f este bine definita.

3.1.3 Propozitie. Fie A€ L,c>0 si f,g € E+(A); atunci
). cf €E4(A) si [yefdh=c [, fd\

). fHgeli(A) si [,(f+g)dh= [, fdX+ [, gdX.
g. f<g= [, fdX < [, gd\
)

= W N =

VB,C € L,BCCC A= [, fd\< [, fdA.

5). Ve>0,30>0a.i. VBe L,BC AXNB) <, [5fdr<e.

Demonstratie. 1) este evidenta deoarece, daca f = Zle aiX 4, atunci
cf = Zle caix y -

2). Fie f =%, aiXy 9 = Z?:l ijB]-’ unde {4; : i = 1,...,p} si
{Bj:j=1,..,q} sunt partitii masurabile ale lui A; atunci

p q

p q p q
f+g: ZzaiXAmBj +ZZbJ'XAmB]- - ZZ(QZ+bJ)XAzﬁBJ’

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

rezulta ca f + g € £4(A) iar
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P
AAQB)
1

i=

P q
= 3" @A (A bAB;) = | fdr d.
DA + osamy) = [ fin+ [ o

3). Fie f =>7", WXy 9 = 25:1 ijBj’ unde {4; : i = 1,...,p} si
{Bj : j = 1,...,q} sunt partitii masurabile ale lui A. Atunci din f < g
rezultd 37 3795 aix A B <> i bix A0 By observim c#, oricare
ar fi perechea (i, j) pentru care A; N B; # (0, a; < bj. Rezulta ca

/fd/\ Zzaz A(A; N B; §iibj)\(AiﬁBj)—/gd/\.
i=1 j=1 A

4) rezulta din 3) daca remarcam ca Ixg < fxe sica fB fdx = fAf
XgdAiar [ fdN= [, f-x,dN.

5). Fie f =77 aix, ; dacd f = 0, conditia este evident verificatd.

Daca f # 0 fie M = max{a; : i = 1,...,p} > 0. Atunci Ve > 0,36 =
£ >0ai VBELBCAcAB) <6, [, fd\ = 5" a\(A N B) <
M-S MANB)=M-AB)<M-6=c. .

Vom defini acum integrala pentru functiile masurabile si pozitive.

:zp:ai ik(AiﬂBj) —l—i:bj(

3.1.4 Definitie. Fie f € L (A); definim

/fd/\:sup{/ wd\:p € E4(A),p < f} € [0, 4+o00]
A A

si o numim integrala functiei f pe multimea A.
Functia f este integrabila pe A daca fA fdA < 4o0.
Vom nota cu Li(A) clasa functiilor masurabile gi pozitive integrabile pe A.
Daca B € L,B C A, fx € £4(A); definim atunci Jg fdx= [, fxgdA.
Restrictia functiei f la B este masurabild si pozitiva pe B (f|, € £4+(B) -
velzi definitia 2.1.1) si [ f|,d\ = [5 fd\. Daca f € £ (A) atunci f[, €
L (B).

3.1.5 Observatie. Din teorema de aproximare a functiilor masurabile si
pozitive (teorema 2.3.3), Vf € L1 (A),3(fn) C £+(A4) al. f, T f. Aceasta
justifica modul in care am definit integrala pentru functiile masurabile si
pozitive.

Definitia nu vine in contradictie cu definitia integralei pentru pentru
functiile etajate si pozitive. Intr-adevir, daci f € E4(A) atunci [, fdA
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este cel mai mare element al multimii { [, pd\ : p € E4(A),¢ < f} i deci
marginea ei superioara. In plus remarcim ci EL(A) C L£h(A).

In propozitia urmatoare punem in evidenta cateva proprietati imediate
ale integralei functiilor masurabile gi pozitive.

3.1.6 Propozitie. Fie f,g € Li(A) si c > 0; atunci:
1). ef € Ly(A) si [ycfdh=c [, fdN.
2). f<g= [, fd\< [, gdA.
3). VB,C €L, BCCCA= [,fd\< [, fd\

Demonstratie. 1). Daca ¢ = 0 atunci ¢f = 0 si deci fA cfdh =
c [, fdX.

Daca ¢ > 0 atunci

/cfd/\:sup{/ god/\:g0€5+(A),<p<cf}:
A A
:sup{c/AigpdA:(p€€+(A),(1:gp§f} =

:sup{cAwdA:¢65+(A),w<f} :c/Afd)\.

2). Inegalitatea dintre integrale rezulta din incluziunea

{/Acpd/\:sOE&(A),«péf}Q{/AsodkrsDG&(A)wpég}-

3). Observam ca fx, < fx, si aplicdm proprietatea de la 2). .
Urmatoarea teorema joaca un rol extrem de important in teoria integralei
Lebesgue.

3.1.7 Teorema (teorema convergentei monotone).
FieAe L, f:A—= Ry si(fn) CLL(A) at frn < fnr1,Vn € N g
fu T f; atunci f e L4 (A) si [, fad\T [, fd.

Demonstratie. Evident f € £,(A) si, deoarece f, < f,¥n € N,
fAfnd)\ < fAfd)\.
In plus, din proprietatea 2) a propozitiei precedente, girul < / fnd)\>
A

neN
este crescator in [0, +00] si deci exista limy, [, fndX € [0, 400] si

(1) lim /A Fad < /A FdA
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Fie acum ¢ € (0, 1) arbitrar si ¢ = Y37 a;ix, € E+(A), ¢ < f, o functie
oarecare dar, pentru moment, fixata. Definim, oricare ar fi n € N, multimea
B,={x€ A: fo(x) > tp(x)} € L. Atunci

(2) By € Buy1,VneNsi | ) B, = A.

n=1

Incluziunea B,, C By,1 este consecinta faptului ca sirul (f,), este crescator.
Egalitatea se arata prin dubla incluziune; incluziunea C are loc deoarece
B, C A,¥Yn € N. Sa demonstram incluziunea O. Oricare ar fi z € A, daca
o(z) = 0 atunci = € By, Vn € N, deoarece functiile f,, sunt pozitive. Daca
e(x) > 0 atunci to(z) < p(z) < f(x); deoarece fn(z) T f(z), existda n € N
a.l to(x) < fo(x) si deci x € By,.

Acum, folosind proprietatea de continuitate a masurii pe giruri ascen-
dente (vezi proprietatea 6) a teoremei 1.3.11) si relatiile (2), rezulta:

p p oo
(3) /AtgodA = ; taz-/\(AZ-) = ;tai)\ (U (AZ N Bn)> =

n=1

p
=lim Y ta;A(A;NB,) =lim | tpdA < lim / frnd) < lim / frdA.
n P n n Bn, n A

By

Din relatia (3) rezulta fA pdX < % - limy, fA fndX si cum functia ¢ < f este

arbitrard, [, fdA\ < 1 -lim, [, fnd\. Dacd in relatia precedentd t — 1
obtinem
(4) / fdA < lim / Fud.
A noJA
Inegalitatile (1) si (4) demonstreaza teorema. .

3.1.8 Corolar. [,(f+g)d\= [, fdA+ [, gd\Vf, g € L (A).
Demonstratie. Fie (fn)n, (gn)n © E4+(A) al fu T f sl gn T g (vezi

teorema 2.3.3); atunci f, + g, T f + ¢ si, conform teoremei precedente si a
propozitiei 3.1.3,

/(f—i—g)d)\:lim/(fn—i—gn)d)\:lim/ fnd)\—l—lim/gnd)\:
A noJA noJa noJA

—/Afd)\—i—/Agd/\. .
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3.1.9 Corolar (teorema lui Beppo Levi).
Fie (fn)n € L4 (A) un sir cu proprietatea cd seria y .- fn este conver-
genta punctual pe A si f =Y 0" fn; atunci f € L4 (A) si

AfdA:gAfndA.

Demonstratie. Sirul sumelor partiale (s,,)y, definit prin s, = >_;_; fx,
este format din functii masurabile si s, T f. Rezulta ca f € L£,(A) i

Sasnd\T [, fdX.
Pe de alta parte, din corolarul precedent,

Snd)\ = / %) p— / Frd),
/A ; A n—-+00 ; A

de unde rezulta egalitatea [, fdA =37, [, fad. .

3.1.10 Corolar. Fie f € Li(A) si fie (Ap)n C L(A) un sir de multimi
disjuncte doud cate doud; atunci

fd) = / fan.

Demonstratie. Pentruorice n € N*, fie f, = f-x, C £(A); deoarece

> S =T X oo 4 < f,seria 330 fn converge punctual pe A.
n=14"1
Suntem 1n ipotezele corolarului precedent gi deci obtinem:

fd)\:/f-xw d)\:/ fx, d\= /fd)\.
/uoo An A Unz14n A; An nz_:l A "

n=1
n=1

3.1.11 Corolar (lema lui Fatou). Fie (f,) C L4(A) a.i. f=liminf, f, <
400, atunci:

/liminf fndX < lim inf/ fndA.
A n n A

Demonstratie. Vom aminti ca liminf,, f, = sup,,cyinfi>, fi. Daca,
oricare ar fi n € N, notam g, = infy>, fi atunci sirul (gn)n, C £4(A) este
crescator si f = liminf, f, = sup,ey gn = lim,, gn. Atunci f € £4(4) si din
teorema convergentei monotone (teorema 3.1.7), [ A 9ndA T i) 4 JdA.

Pe de altd parte, deoarece g, < fu, [y gndX < [, fud\,¥n € N, de
unde lim,, fA gndA = liminf, fA gndX < liminf, fA frndX. Deci fA fdx <
liminf, [, fndA. .
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3.1.12 Propozitie. Fie A€ L si f € L1(A); atunci
/fdA:0<:>f:O a.p.t.
A

Demonstratie. (=>): Presupunem ci | 4 JdX = 0 si fie, pentru orice
neN" A, =(f > %) € L. Atunci A, C Apy1,Vn e N* si o2 Ap =
= (f >0), de unde \(f # 0) = A(f > 0) = lim,, A\(Ap,).

Pe de alta parte, oricare ar fi n € N*, fAn fdX < [, fd\ = 0 de unde
rezultd ¢& [, fdA=0sicum [, fdA> LA(4,),Yn € N*, A(4,) = 0.

Rezulta ca A(f #0) =0 si deci f =0 a.p.t.

(«<=): Daca f =0 a.p.t. atunci, oricarear i p € E4(A) cup < f,o =0
a.p.t. Dacd ¢ = Y b | aiX 4, atunci, pentru orice i pentru care \(4;) #
0,a; =0 i deci [, pd\ = 0. Deoarece functia ¢ este arbitrara, [, fdA = 0.

3.1.13 Corolar. Fie Ac L,Be L(A) cu A\(B) =0 gt f € Ly(A); atunci
[ fdx=0.

Demonstratie. Observam ca [ fd\ = [, fxzd\ sica fx,; =0ap.t.

3.1.14 Observatie. Functia lui Dirichlet Xg este nula a.p.t. pe R. Rezulta
din propozitia 3.1.12 ca aceasta functie este integrabila si ca integrala ei este
0. Din punctul 3) al propozitiei 3.1.6 aceasta functie este integrabila pe orice
multime masurabila si are integrala 0.

Remarcam ca functia lui Dirichlet nu este integrabila Riemann pe niciun
interval inchis (nu este continua a.p.t. - vezi teorema 2.1.7).

3.1.15 Teorema. Fie f € LL(A) si fie L(A) o-algebra submultimilor
masurabile ale lui A (vezi definitia 1.3.1); definim aplicatia p : L(A) — R4
prin (i(B) = [5 fd\,VB € L(A).

Atunci p este o masurda finita pe L(A) care verifica urmatoarele doua
conditii:

1). Ye>0,30 >0 a.i. VB € L(A) cu A(B) <6, u(B) = [z fdX <e.
2). Ve > 0,34 € L(A) cu AM(Ap) < +00 a.i.
p(A\ Ag) = fA\AO fdX <e.

Demonstratie. £L(A) = {B € L: B C A} este o o-algebra pe A. Vom
arata ca p verifica conditiile din definitia 1.4.5.
(@) = [y fdX\ =0 caci A(0) = 0.
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Fie (By)n C L(A), B, N By, = 0,Yn # m, si fie B = J;_, By, € L(A);
atunci, aplicand teorema lui Beppo Levi (vezi corolarul 3.1.10),

u(B) = [ gan=3" [ far=3" (s
n=1 n n=1

Deci p este o masura pe A si, cum p(A) = fA fdX\ < +o00, pu este o masura
finita.
Rezulta ca p verifica toate proprietatile 1)-9) din teorema 1.4.7.
1). Oricare ar fi n € N, notdm cu A, = (f > n) € L(A); atunci
Ap D Apy1,¥n € Nsi (02, An = (f = +o00) = (. Din proprietatea 7) a
teoremei 1.4.7, 0 = p((,2y An) = limy, u(Ay,) si astfel lim, f(f>n) fdx=0.
Acum, oricare ar fi € > 0, exista ng € N a.i. p(A4,,) < §;fied = ﬁ > 0.
Oricare ar fi B € L(A) cu A(B) < 6,

W(B) = [ AN =B 1) + (B ) < plAny) + [ fir<
B BN(f<no)

< %+n0~>\(B) < g+no-2inoze.
2). Oricare ar i n € N, fie A, = AN [—n,n] € L(A); atunci A, C
Api1,¥n e Nsi o2 Ap = A, Atunci p(A) = limy, u(A,,) de unde
w(A\ A,) — 0 (deoarece pu(A,) < +o00, am folosit substractivitatea masurii
i - proprietatea 3) a teoremei 1.4.7).
Atunci, oricare ar fi € > 0, exista ng € N al. p(A\ 4,,) < e.
Fie Ag = Apy; MAg) < 2np < 400 si fA\Ao fd\ = u(A\ Ap) < e. .

3.1.16 Observatii. (i) Proprietatea 1) se va numi proprietatea de abso-
luta continuitate a integralei.

(ii) Proprietatea 2) arata ca, pentru o functie integrabila, integrala de-
pinde de comportarea acestei functii pe multimi de masura finita.

3.2 Functii integrabile. Integrala Lebesgue

Fie f: A — R; am definit f* = sup{f,0} si f~ = sup{—/,0} si am aratat
ca f = ft—f"iar |f| = fT+ [ (vezi definitia 2.1.13). In propozitia 2.1.14
am ardtat ca, dacd A € L, f € L(A) < fT,f~ € Li(A).

3.2.1 Definitie. Fie f € £L(A); atunci
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(i) f admite integrald pe A daci [, fTd\ < +o0 sau [, f~d\ < 400

si, In acest caz,
/fd)\:/f+d>\—/f_d)\.
A A A

Cand este necesar sa precizam variabila dupa care se face integrarea vom
mai nota si [, f(z)dA(z).

(ii) f este integrabild pe A daca [, fTd\ < +oosi [, fd\ < +oo.

Daca nu este pericol de confuzie (aga cum va fi cazul cand vom discuta
si despre integrala sau integrabilitatea Riemann), vom spune pur si simplu
ca f are integrala pe A respectiv ca f este integrabila pe A.

Vom nota cu £!(A) clasa functiilor integrabile pe A; din definitje,
fe Ll (A) < fr,f~ € LL(A). Evident £ (A) C L1 (A) C LI(A).

Daca B € L(A) atunci spunem ca f este integrabila pe B (respectiv c&
f are integrala pe B) daca f - xj este integrabila pe A (are integrala pe A)
si notam [ fd\ = [, fxgdA.

Vom nota cu £!(B) multimea functiilor integrabile pe B.

3.2.2 Teoremi. Fie f € L(A); atunci f € L'(A) <= |f| € LL(A) s, in

acest caz,
[\ < [
A A

Demonstratie. (=): Daca presupunem ca f este integrabila pe A
atunci f*, f~ € L1 (A) si, din corolarul 3.1.8, |f| = f+ + f~ € LL(A).

(«<=): Fie |f| € L1 (A); deoarece fT,f~ < |f], [, fHdX < [,|fld) <
400 si [, f7dN < [, |fldN < 400 (vezi punctul 2) al propozitiei 3.1.6).
Rezultd ci f € £(A). In plus, folosind corolarul 3.1.8,

/AfdA‘:‘/Af*d)\/Af‘d)\‘ S/AfJ“d)mL/Af‘d)\:/Amd)\. i

Observam c4, la integrala Lebesgue, nu intalnim semi-convergenta: integra-
bilitatea functiei este echivalenta cu integrabilitatea modulului ei. Deoarece
modulul unei functii masurabile este o functie masurabila i pozitiva putem
obtine o conditie simpla de integrabiliate.

3.2.3 Corolar. Fie Ac L i f: A—R.
1). Dacd f =0 a.p.t. pe A, atunci f € LY(A) si J4 fAX=0.
2). Dacd A(A) =0, atunci f € L'(A) si [, fdX=0.
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Demonstratie. 1). Deoarece functia constantd 0 este continua pe A
ea este masurabila si, datoritd punctului 1) din teorema 2.1.6, rezulta ca si
f este masurabild. Atunci |f| € £4(A); din propozitia 3.1.12, [, |f|dA =0
(If] = 0 a.p.t.). Rezulta ca |f| € £} (A) si, din teorema 3.2.2, f € £L(A).
Inegalitatea din aceeasi teoremi 3.2.2 aratd ca [ 4 JdAA=0.

2). Daca A\(A) = 0 atunci f =0 a.p.t. pe A si putem aplica punctul 1).

3.2.4 Observatie. Remarcam ca, pentru functii de semn oarecare, nu are

loc decét o implicatie din echivalenta din propozitia 3.1.12 : daca f € £(A)

si [, fd\ =0 nu rezultd ca f =0 a.p.t.

Intr-adevir, fie f : [-1,1] — R, definiti prin f(z) = { -l zel-1,0),
’ ’ ’ 1, z€l0,1].

Atunci f~ = X[fl,o)’er = X0 1] si deci f[—Ll} frdA=1= f[o,l] fdA.
Rezulta ca f[il 1] fd\ =0 dar f nu ia valoarea 0 in nici-un punct.

In conditii mai tari putem totusi formula o reciproca: daca integrala
unei functii f este nuld pe toate submultimile masurabile ale lui A, atunci
functia f este nula a.p.t. pe A.

3.2.5 Teoremi. Fie Ac L si f € LY(A).
a). Dacd [z fd\ >0, oricare ar fi B € L(A), atunci f >0 a.p.t. pe A.
b). Dacd [g fdX\ <0, oricare ar fi B € L(A), atunci f <0 a.p.t. pe A.
¢). Daca [z fdX =0, oricare ar fi B € L(A), atunci f =0 a.p.t. pe A.

Demonstratie. a). Fie (f <0) ={z € A: f(z) < 0}; atunci
1 1
(f <0)=U,2, <f < —>. Sirul format de multimile (f < —) este
n n
crescator si deci, conform teoremei 1.3.11),

() A(f<0):h£m<f<_;>.

Pe de altd parte, din ipoteza, f(f<7i) fdX > 0 si deci

og/ fdAs—l-A<fs—1>,
(f<-1) n n

1 1
deunde A [ f < ——) <0 i deci A (f < —) = 0, oricare ar fi n € N*.
n n

Din relatia (%) rezultda ca A(f < 0) =0 si deci f > 0 a.p.t. pe A.
b) se demonstreaza la fel cu a) si ¢) este o consecinta a punctelor a) si b).g
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3.2.6 Teoremi (teorema de dominare). Fie f € £(A) si g € L (A) a.i.
|f| < g; atunci f € LY(A).

Demonstratie. |f| € £;(A) si, din punctul 2) al propozitiei 3.1.6,
[y |fldX < [, gdX\ < +oo. Rezults ci |f| € L1 (A) si atunci teorema prece-
dent ne asigurd ci f € £1(A).

Teorema de dominare are mai multe consecinte.

3.2.7 Corolar. Fie Ac L,B € L(A) si f € L(A); dacd f € LY(A) atunci
feLi(B).

Demonstratie. |f - x| < [f] si, deoarece f € L1(A), teorema de
dominare ne asigurd ca f-x € L1(A) ceea ce este echivalent cu f € L1(B).

3.2.8 Corolar. O functie masurabila si marginita pe o mul{ime de masura
finita este integrabild.

Demonstratie. Fie A € £ cu AM(A) < +oo i f € L(A) o functie
marginita; exista deci k > 0 a.l. |f(z)| < k,Vx € A.

Functia constantd k € £4(A) are integrala [, kd\ = k- A(A) < +oo0.
Deci k € £4(A) C £1(A). Teorema de dominare ne asigura atunci ca

feLlA).

3.2.9 Corolar. Orice functie integrabila Riemann pe un interval inchis si
marginit [a,b] este integrabild Lebesgue pe [a,b]: Riap & L([a,b]).

Demonstratie. Orice functie integrabila Riemann pe [a, b] este margi-
nita gi masurabila (corolarul 2.1.8) deci, conform corolarului precedent, este
integrabila Lebesgue.

Am remarcat In 3.1.14 ca functia lui Dirichlet este integrabila Lebesgue
pe orice interval inchis [a, b] dar nu este integrabila Riemann pe [a, b]. Deci
incluziunea din corolarul precedent este stricta.

Asa cum vom arata mai departe in teorema 3.3.10, R4y este subspatiu
dens in £'([a, D).

3.2.10 Teorema. Fic A € L; Ll(A) se organizeazd ca un spativ vectorial
real iar aplicatia I : L1(A) — R, I(f) = [ fdX, este lindara:
D). [u(f+9)d\ = [, fd\+ [, gd\ V], g € L'(A);

2). [yefdh=c [, fd\Vf € L'(A),YcER.
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Demonstratie. Pentru a arata ca LI(A) este spatiu vectorial este su-
ficient sa aratam ca este inchis la operatiile de adunare si de inmultire cu
scalari reali (£'(A) este submultime a spatiului vectorial al tuturor functiilor
reale definite pe multimea A).

Fie deci f, g € £'(A); atunci teorema 3.2.2 ne asiguri ca |f], |g| € £1.(A)
iar corolarul 3.1.8 ne spune ci h = [f| + [g| € LL(A) ([, hd\ = [, |fld\ +
L4 lgld\ < +00).

Pe de alta parte |f 4+ g| < |f| + |g| = h si atunci teorema de dominare
asigura integrabilitatea lui f + g. Din relatia

frP=f)+ @t =g )=Ff+9=+9" = (f+9)

obtinem

(f+o) +f +g =(f+9 +f +g"
Integrand egalitatea precedenta (se observa ca toate functiile care intervin
sunt integrabile si pozitive) si folosind din nou corolarul 3.1.8, obtinem

/A(f+g)+d)\+/AfdA+/Agd/\:/A(f+g)d/\+/Af+d)\+/Ag+d>\

de unde, toti termenii fiind finiti, obtinem

/A(erg)d)\:/Afd)\+/Agd)\.

Fie acum f € £'(A) si ¢ € R; atunci |c- f| = |¢| - |f] € £} (A) de unde
c-fell(A)si

/A(C'f)d/\—/A(c-f)er)\—/A(c-f)_d)\.

Dacd ¢ > 0 atunci (c¢- f)T =c- fTsi(c- f)” =c- f~ de unde, folosind
punctul 1) al propozitiei 3.1.6, obtinem

/A(c-f)dA:c/AerdAc/Af_dA:c/Afd)\.
+ = _

Daca ¢ < 0 atunci demonstratia se face la fel observand ca (c- f)™ = —c- f~

si(c- f)”=—c-fT. [

3.2.11 Teorema. Fie A € LLA(A) > 0 si fie f,g € L(A),f = g, a.p.t.
Daca f admite integrald atunci si g admite integrald si fA fdx = fA gdA.
feLl(A) < ge L.
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Demonstratie. Deoarece f admite integrald pe A, [ A frd\x < +o0
sau [, f~d\ < 400. S& presupunem ci [, fTd\ < 4o00; atunci, deoarece
fr—gt=0apt., ff—gt e LY (A)si [,(fF — gT)d\ =0 (vezi corolarul
3.2.3). Rezultd ca [, gTd\ = [, fTd\ < +oo; deci g are integrala.

Daca fA f7d\ < 400 rezulta similar ca fA g d\= fA fdA.

Este atunci evident ca

/AfdA:/Af*dA—/Af—dA:/AgwA—/Ag—dA:/AgdA. .

3.3 Proprietati ale integralei Lebesgue

3.3.1 Teoremi. Fie Ac L si f,g € LY(A); atunci

D). f<g= [, fd\ < [, gdX;
2). Ve > 0,30 >0 a.i. VB € L(A) cu A(B) <06, [5|fld\ <&;
)

3). Ve > 0,34 € ,C(A) cu AM(Ap) < +00 a.i. fA\Ao |fldX\ < e&;

4). / fdx = Z fdX, (Ap)n C L(A), Ay N Ay = 0,¥n # m.
U oA, An

Demonstratie.

1). Daca f < g atunci g — f € LL(A) si deci [,(g — f)dA > 0. Pe de altd
parte, din teorema 3.2.10, [,(g — f)d\ = [, gdX — [, fdX de unde rezulta
inegalitatea ceruta.

2) si 3) sunt consecinte imediate ale teoremei 3.1.15.

4). Se aplicd corolarul 3.1.10 functiilor masurabile si pozitive f g1 f~. 4

3.3.2 Teoremi. Fie Ac L si| |1 : LY(A) — Ry definitd prin
Ifl = fA |fld\Yf € Ll(A); atunci

. |[fli=0+=f=0apt

2). llefli=lel- 1,V f € £1(A), Ve € R

3). I +ally < IIflls + llgll, V. g € £1(A).

Demonstratie. 1). ||f|1 =0<= [,|fldA =0 <= |f| =0 a.p.t.
(vezi propozitia 3.1.12) <= f =0 a.p.t.

2) este consecinta punctului 1) din propozitia 3.1.6.

3). Folosind punctul 2) al aceleiasi propozitii 3.1.6 si corolarul 3.1.8
obtinem:

Hf+gH1—/A!HgdAS/A\fIdAJr/A!g!dA—!fh+\ng- .
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3.3.3 Observatie. Rezulta din teorema precedenta ca || - ||; este o semi-
normé pe spatiul vectorial £1(A). |- ||; nu este o norma pe £1(A) deoarece
exista functii pozitive care au integrala 0 si care nu sunt nule peste tot (vezi
observatia 3.1.14.

Relatia = este o relatie de echivalentd pe £1(A) (este reflexivi simetrici
si tranzitiva). S& notim cu L(A) spatiul cat L'(A)|.; LY(A) = {[f] : f €
L'(A)}, unde am notat [f] = {g € L'(A) : f = g}. Tinand cont ci integrala
Lebesgue este aceeasi pentru doua functii egale intre ele a.p.t. (vezi teorema
3.2.11), putem defini consistent ||[f]||1 = ||f]|1,V[f] € L*(A). Aplicatia astfel
definita este o norma pe L'(A).

3.3.4 Definitie. Seminorma || -||; se va numi seminorma convergentei
in medie de ordin 1 (sau pur si simplu seminorma convergentei in medie)
pe L1(A).

Un sir (f,) € L'(A) este convergent in medie la f € £!(A) daci
[ fo = flli = 0 (Ve > 0,3np € N ad Vn >ng, ||fn — fl1 <e).

Vom nota aceasta situatie cu f, % f-

Un sir (f,,) € £'(A) este sir Cauchy in medie daci Ve > 0,3ng € N
a'i'v vmvn Z no, ||fm - anl <e.
Daci F C L£'(A) atunci f € £'(A) este un punct aderent in medie

O . : =1
pentru F' daca exista (f,) C F al. f, % f; vom nota aceasta cu f € F.

3.3.5 Teoremi. Fie (f,) C LY(A) si f € LY(A);

R el A

2). (fn)n Cauchy in medie = (fn)n Cauchy in masurd.

Demonstratie. 1). Presupunem ci (f,), C £'(A) este convergent
in medie la f € £'(A); pentru orice € > 0, | f, — fll1 = [, |fn — fldX >
f(|fn7f|25) |fo=fldA > e A(|fa—f| = €) deunde A(|fn—f] > ¢) < lan_le
si deci limy, A(|f, — f| > ) = 0. ¢ fiind arbitrar, f, % f.

2). In mod asemiinitor observiim ci, pentru orice &€ > 0, || fn — finll1 =

fA |fr — fmldX > f(|fnffm|2€) |fn = fmldA > € - X(|fn — fin| = €) de unde
M| fr = finl =€) < 1|1 = finll1- Daci (fn)n este Cauchy in medie atunci
lfn— fiell — 0 si deci limy, 1 A(| fo — fin| > €) = 0, oricare ar fi e > 0.
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3.3.6 Observatie. Reciproca teoremei precedente nu este adevarata. De
exemplu sirul (fy,), definit prin f, = n - X, 1) € £([0,1]) este convergent

in masura la 0 (de ce 7) dar nu este convergent in medie (de ce ?).

Urmatorul rezultat prezinta o conditie foarte convenabila de trecere la
limita sub integrala Lebesgue.

3.3.7 Teorema (teorema convergentei dominate).
Fie (f,) C L(A) sig e LY(A) a.i.

. fn 7 I s

2). |fal <g,¥n eN.

Atunci (f2) € £1(A), f € L1 (A), fu 5 £ 51 [y fadX — [ fdA.

Demonstratie. Din teorema de dominare (vezi teorema 3.2.6) rezulta
i (fn)n € L'(A) iar punctul 3) al teoremei 2.1.6 ne asigura ci f € L(A).
Daca trecem la limita in inegalitatea 2) obtinem |f| < g; teorema de dom-
inare ne conduce la f € £'(A).

Sa observam acum ca |f, — f| < |ful + |f| < 2g; rezulta ca, dacd notam
hy, =29 — |fn — f|, (hn)n € L£L4+(A). Aplicam atunci sirului (hy,), lema lui
Fatou (vezi corolarul 3.1.11):

n n

/ lim inf A,d\ < lim inf/ hpdA.
A A

Tinand cont ca liminf, h, = 2¢g a.p.t., obtinem

2/gd)\§2/gd)\+liminf (/ |fnf|d>\) =
A A n A

:2/ gd)\—limsup/ | fn— fldX
A n A

de unde limsup,, || fn — flli < 0. Rezulta ca limsup,, ||fn — f|l1 = 0; deci
exista lim, || f,, — fll1 = 0.

/Afnd)\—/Afd)\’ < /A\fn ~FlAA = fu — flli renulti ca
[y fud = [, fdN. ]

Deoarece

3.3.8 Observatie. In teorema convergentei dominate putem relaxa con-
ditia a doua, cerand ca, Vn € N, |f,| < g, a.p.t pe A.
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Intr-adevir, daci notam cu A, = (|fa| > g), atunci A(4,) = 0,¥n € N
si deci multimea Ay = U2, A, este neglijabila. Atunci, Vn € N, functia
In = fn- XA\ 4 este egala a.p.t cu f,. Rezulta ca g, j f si in plus,

Vn €N, |gn| < gsi[y1fa— fldX= [, |gn — fldA.

3.3.9 Corolar (teorema convergentei marginite).
Fie (fn) C L(A), MA) < 400 sice Ry a.i.

0. fos f s

2). |fal <¢,VneN.

Atunci (fn) C LYA), f € LYA) si fr, — LR H1

[ [y JndN— [, fdX.

Demonstratie. Teorema rezultda din teorema convergentei dominate
daca observam ca, pe multimi de masura finita, functiile constante sunt
integrabile; putem atunci lua g = c.

In cele ce urmeazi vom pune in evidenta doua submultimi dense in

L£lA).

3.3.10 Teoremi. Fie £'(A) = E(A) NLYA) - multimea functiilor etajate
si integrabile si C*(A) = C(A) N LY(A) - multimea functiilor continue si
integrabile pe A; atunci

). ENA) = LY(A) si
2). Ci(A) = LL(A).

Demonstratie. Din definitic £1(4) C £'(A) si C1(A) C £Y(A).
Trebuie sa demonstram incluziunile inverse.

1). Oricare ar fi f € LY(A), f = ft — fiar ft,f~ € Li_(A). Tinand
cont de punctul 1) din teorema de aproximare a functiilor masurabile (vezi
teorema 2.3.3), existd doud siruri (gn)n, (hn)n C E4(A) al. g, T fT i
ho T f~. Atunci fr, = gn — hn — f 51 (fn)n C E(A).

Oricare ar fin € N, |fu] < g+ hp < fT+f = |f] € LL(A)'
Din teorema convergentei dominate (teorema 3.3.7), (fn)n € L1(A) si deci
(fi)n C E(A) N LY A) = EYA) si, in plus, ||f, — flli — 0. Rezulta ca
feglay,

9). Vom ariita intai ci E1(A) C C1(A) .

Oricare ar fi f =Y  a;- Xy, € EY(A) fie M = sup ey | f(7)] =
= max{|ai|,--- ,|ap|}. Din teorema lui Borel (vezi teorema 2.3.9 si corolarul
2.3.10), oricare ar fi € > 0 exista f. € C(A) ai. A(f # f:) < 557 si, in plus,
SUpgea | fe(z)| < M. Fie B = (f # f.) € L(A). Atunci fo = fo - x5 + fc-
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XA\B :fEXB+fXA\B §1 deci |f£| < MXB+‘f| Eg}l—(A) QLI(A)
Din teorema de dominare rezultd ci f. € £1(A) si deci f. € C1(A). In plus

||f—fe||1zAlf—fsldAZLlf—fsldAS/B(!f|+|fe!)dA§2M-A(B)<6-

o . * . o 1 o . .
Daca, oricare ar fi n € N*, consideram ¢ = -, vom gasi un sir (f,), C

Ci(A) ad. ||f = falll < £,¥n € N*. Rezulti ca f;, % fsideci f e Cl(A)1
ceea ce demonstreazi incluziunea £(A) C Cl(A)l.

Daca in ultima incluziune folosim punctul 1) si proprietatile de mono-
tonie si de idempotenta ale operatorului de aderenta obtinem

LYA) = EA) COrA) = Ci(A) € £l(4)

de unde obtinem a doua proprietate de densitate. -
3.3.11 Observatii. (i) Daca A(A) < +oo atunci E'(A) = E(A) (vezi si
exercitiul 14) de la 3.7. Deci in acest caz £(A) este dens in L1(A).

(ii) Daci A este compacti atunci C;(A) = C(A). Intr-adevir, in acest
caz orice functie f continud pe A este marginita conform teoremei lui Weier-
strass; deci exista M > 0 a.i. |f| < M. Multimile compacte sunt marginite
deci au masura finita. Pe multimile de masura finita orice functie constanta
este integrabila si deci M € L}r(A). Teorema de dominare ne asigura atunci
ca f € L1(A).

Rezultd ca in acest caz C(A) este dens in £'(A).

(iii) %1 = £Y([a,b]). Intr-adevir, in acest caz C([a,b]) C Riap s
cum [a, b] este compact, din observatia precedenta,

4 ((a,8]) = C(a,B)' € Rpay € £ ([a,b].

3.3.12 Teoremi. Spatiul seminormat (L1(A),| - ||1) este complet (orice
gir Cauchy in medie este convergent in medie).

Demonstratie. Din teorema 3.3.5, 2), rezulti ci orice sir (f,,), C £1(A)
Cauchy in medie este Cauchy in masura. Punctul 1) al teoremei lui Riesz
(teorema 2.2.5) pune in evidenta un subsir ( f, )» al sirului ( f,), convergent
aproape uniform la o functie f : A — R. Teorema 2.2.2, 2), afirma ca
fren, j f st atunci f € L(A) (punctul 3) din teorema 2.1.6).
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Fixam m € N; oricare ar fi n € N fie g,, = | fo, — f,| € L+(A). Aplicam
sirului (gn)n lema lui Fatou (vezi corolarul 3.1.11):

/ liminf g,dA < liminf/ gndA.
A n n A

Deoarece liminf,, g, = |fm — f] a.p.t. rezulta
[ b= Flix < Bt 1, fi

si, cum limy, 400 || fm— fi, |1 = 0, rezulta, pe de o parte ca fp,—f € L1(A)
sidecica f = frn— (fm—f) € L1 (A) si, pe de alta parte, ca || fn — f]l1 — O.

3.4 Cadru abstract

Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura g completa si o-finita pe o-algebra A,
fie £(X) multimea functiilor A-etajate, £4(X) multimea functiilor etajate
si pozitive gi M(X) multimea functiilor masurabile pe X. Oricare ar fi
=" a;- Xy, € E+(X) st A€ A, definim

p
/ fdp = Zai -n(A; N A) €0, 400].
A i=1

Spunem ca f este integrabild pe A daca fA fdu < +o0.
Functia f este integrabila dacd [, fdu < 4o0.
Vom nota cu & }r(X ) multimea functiilor etajate pozitive si integrabile.
Daca inlocuim £ cu A i £4(A) cu £4(X) regdsim in acest cadru abstract
proprietatile din propozitia 3.1.3:

3.4.1 Propozitie. Fie f,g € £,(X) sic € Ry; atunci

1). cf € E4(X) si [yefdu=c [y fdp.

2). frgeli(X)si [((f+g)du= [y fdu+ [y gdp.
3). f<g= [y fdu< [gdp.

4). VB,Ce A, BCC = [z fdu< [, fdp.

5). Ve>0,30>0 a.i VBe A u(B) <9, [z fdu<e.

3.4.2 Definitie. Fie f € M, (X) o functie masurabila si pozitiva pe X si
fie A € A; definim

/ fduzsup{/ pdp o € E4(X),p < f} € [0, +o0].
A A
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[ este integrabila daci [, fdu < 4oco. Fie LL(X) multimea functiilor
integrabile si pozitive pe X.

Regasim rezultatele din propozitia 3.1.6:

3.4.3 Propozitie. Fie Ac A, f,g € M (X) si c>0; atunci:
1). ef e My (X) si [yefdu=c[, fdp.
2). f<g= [,fdu< [,gdp.
3). VB,Ce A, BCC = [z fdu< [, fdp.

Se pot demonstra de asemenea: teorema convergentei monotone, teo-
rema lui Beppo Levi si lema lui Fatou.

3.4.4 Teorema (teorema convergentei monotone).
Fie f X = R-‘r §1 (fn) - M+(X) a.i. fn < fn-‘rlavn €N gi fn T ff
atunci f € M (X) si [y fadpt [y fdpu.

3.4.5 Teorema (teorema lui Beppo Levi).
Fie (fn)n € M4(X) un sir cu proprietatea ca seria y .-, fn este con-
vergentd punctual pe X si f =307 fn; atunci f € My (X) si

/X fduzgjl /X fudp.

3.4.6 Teorema (lema lui Fatou).
Fie (fn) C M4 (X) a.i. f=liminf, f, < +oo; atunci:

/ liminf f,du < liminf/ fndp.
x n " X

Fie f e M(X),f = fT — f, unde f* = sup{f,0} e M (X) i f~ =
sup{—£,0} € M, (X).

Daca una dintre functiile f™ sau f~ este integrabild atunci definim

/X fp = /X fdu - /X fd.

Dac# amandoud functiile f* si f~ sunt integrabile atunci spunem ci f este
integrabild. Vom nota cu £!(X) multimea functiilor integrabile pe X.
Oricare ar fi A € A, [, fdu = [y x, - fdu. Functia f este integrabild pe A
daca [ 4 Jdp este finita; Ll(A) este multimea functiilor integrabile pe A.

Si in cadru abstract functioneaza (cu adaptarile corespunzatoare) rezul-
tatele 3.2.2 - 3.2.8, 3.2.10, 3.3.1, 3.3.2, 3.3.5 - 3.3.9:
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3.4.7 Teoremi. Fie f € M(X); atunci f € L1(X) <= |f] € LL(X) si,

in acest caz,
‘/ fdu‘ < [ 1xfldn
X

3.4.8 Teorema. Fie f: X — R.
1). Daca f =0 p-a.p.t. pe X, atuncszL X) si [y fdu=0.
2). Dacd u(A) =0, atunci f € L1(A) si J4 fdp = 0.

3.4.9 Teoremi. Fie f € £L1(X).
a). Daca [, fdp >0, oricare ar fi A € A, atunci f >0 p-a.p.t. pe X.
b). Daca fA fdu <0, oricare ar fi A € A, atunci f <0 p-a.p.t. pe X.
¢). Daca [, fdu =0, oricare ar fi A € A, atunci f =0 p-a.p.t. pe X.

3.4.10 Teoremi (teorema de dominare). Fie f € M(X) si g € L1(X)
a.i. |f| < g; atunci f € LY(X).

3.4.11 Teoremi. Fie A € A si f € M(X); dacd f € LY(X) atunci
feLhA.

3.4.12 Teorema. O functie masurabila si mdrginita pe o mulfime de
masurd finita este integrabild.

3.4.13 Teoremi. L'(X) se organizeazd ca un spatiu vectorial real iar
aplicatia I - LY(X) = R, I(f) = [x fdp, este liniara:
Jx(f +9)dp = [y fdp+ [ gdp,Vf, g € LH(X);

[xefdu=rc [y fdu,Vf € £1(X),Ve e R.

3.4.14 Teoremi. Fie f,g € LY(X); atunci

D). f<g= [y fdu< [y gdp;

2). ¥e>0,30>0 ai VAe A cup(A) <6, [,|fldn < e;
3). Ve>0,34p € A cu u(Ag) < 400 a.i. fX\AO |fldp < e;

4)./ fdp = Z fdu, n CA AN Ay =0,Yn # m.
U LA

3.4.15 Teorema.

Fie || - |1 : £'(X) = Ry definita prin || f| = [y |fldp,Vf € L1(X); atunci
. [[fli=0<=f=0p— apt
2). |leflh = lel- I fll1,¥f € £H(X), Ve e R.
3). If + gl < IIfll + llglls, Vf. g € £1(X).
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3.4.16 Teoremi. Fie (f,) C LY(X) si f € LY(X);

D Sl = S

2). (fn)n Cauchy in medie = (fn)n Cauchy in masurd.

3.4.17 Teorema (teorema convergentei dominate).
Fie (fn) C M(X) sig e LY(X) a.i.
1. fa ;) [ si
2). |fal <g,¥neN.
[RIE!

Atunci (f,) € LYX), f € LYX), fa ~ fsi [ fndp — [x fdp.

3.4.18 Teorema (teorema convergentei marginite).
Fie p(X) < 400, (fn) C M(X) sice€ Ry a.i.

D. fa ;) [ s

2). |ful <¢,VneN.

Atunci (f,) C LYX), f € LY(X) si f % fo Jx fadp — [ fdp.

Spatiul (£'(X), [|-||1) este spatiu seminormat complet iar multimea func-
tiilor etajate si integrabile £1(X) = £(X) N LY (X) este densa in £1(X) in
raport cu topologia convergentei in medie.

3.5 Comparatie intre integralele
Riemann si Lebesgue

In acest paragraf vom compara integrala Lebesgue cu integrala Riemann
atat pe intervale compacte cat si pe intervale necompacte.

3.5.1 Teorema. R, & LY ([a,b]) si f;f(x)da: = f[a B fdA, oricare ar fi
fe R[a,b]-

=

aratam acum integrala Riemann este restrictia integralei Lebesgue la spatiul
Riap)-

Fie f € Rpqy-. Oricare ar fi o divizare a intervalului compact [a, b],
A ={xg,x1, -+ ,xn} € D([a,b]) si oricare ar i k =0,1,--- ,n, fie

Demonstratie. In corolarul 3.2.9 am ardtat ci Riap & LL(A); s

my, = inf  f(z)si M= sup f(z);

IG[Ik,Ik+1] .Ze[xk,xk+1]
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atunci
n—1 n—1
SA = E my - (g1 — T) 1 Sa = § My - (zpy1 — z1)
k=0 k=0

sunt sumele Darboux inferioara si respectiv superioara asociate functiei f si
divizarii A pe [a, b].
I = sup sa este integrala Darboux inferioara iar I = inf  Sa
AeD([a,b]) A€D([a,b])

integrala Darboux superioara. Teorema lui Darboux afirmd cd, deoarece f
este integrabila Riemann, I =1 = f;f(x)dx.
Pe de alta parte sa consideram functiile etajate fa, Fa : [a,b] — R definite

. o n—1 . . _ n—1 . .
prin fa =Y p_o Mk X(op opi1) respectiv Fa o0 M, X(op opi1) Atunci
fa, Fa € E([a,b]) = EY([a, b]) € L£1([a,b]) (vezi 3.3.11 (1)) i, deoarece
fa<f<Faapt,sa= [, fad\< [, fdN < [,y FadA = Sa.
Divizarea A fiind arbitrara in D([a,b]) rezulta I < f[a p fdX < I de unde

J; f@)dw = [, fdA .

Fiea € R, b < 400, a < bsi f : [a,b) - R o functie cu propri-
etatea ca f € Ryyy), Vu € [a,)); reamintim ca f este integrabild Riemann in
sens generalizat pe intervalul necompact [a,b) daci exista limygy, [ f(2)dx
si este finitd. Vom nota aceastd limita cu f;_o f(x)dx (f;roo f(x)dx daca
b = 400) si 0 vom numi integrala generalizatd Riemann (sau integrala im-
proprie) a functiei f pe [a,b); se mai spune ca integrala generalizata este
convergentd. Multimea functiilor integrabile Riemann 1n sens generalizat pe
[a,b) se va nota cu Rqp). Daca |f| € Rjqp) se spune ca integrala general-
izata f:fo f(x)dx este absolut convergenta; o integrala absolut convergenta
este convergenta dar reciproca nu este adevarata.

3.5.2 Teorema. Fiea € R, b < +o00,a < b si f:]a,b) = R o functie cu
proprietatea cd f € Riq ), Vu € [a,b); atunci

f e Li(a,b) <= |f] € Riay)
si, in acest caz, f[a ) fdx = f;_o f(z)dx.

Demonstratie. (=): Presupunem ci f € £!([a,b)); atunci |f| €
L1([a,b)) sip: L([a,b)) = Ry, p(A) = [, |f|ldX, este o masurd finita pe
L(A) (vezi teorema 3.1.15).

Oricare ar fi un sir (uy)n C [a,b), u, T b, multimile A,, = [a, u,] formeaza
un gir ascendent in £([a, b)) care converge la |J;~; A,, = [a,b). Din proprie-
tatea de continuitate a masurii p pe siruri ascendente (vezi proprietatea 6)



3.5. COMPARATIE INTRE INTEGRALELE RIEMANN §I LEBESGUE 77

din teorema 1.4.7), p([a, b)) = limy, u(A;,) sau f[a,b) |fld\ = lim,, f[a’un] | fldA.
Dar, din teorema precedenta, oricare ar fin € N, f[a,un] |[fldX = [ | f(z)|dx.
Rezultd c& existd limy, [/ |f(z)|dz = f[a’b) |f|dA. Sirul (uy), fiind arbitrar
cu proprietatile mentionate, existd deci limyqy, [ |f(2)|dz = f[a,b) |fldX <
+00. Deci |f| € Rap) si

b—0
F@)|de = Fldx.
A f (@) |de A@H

S# remarcam cd relatia de mai sus are loc pentru orice functie g € £} ([a, b))
care este integrabilda Riemann pe orice interval compact din [a,b). S& o
aplicam pentru partea pozitiva gi pentru partea negativa a lui f: deoarece

fr=5-(f1+ 0. =5-(fl = 1) € £L([a,b)),

b—0 b—0
fH(z)dz = / fraxsi f(x)dx = fdA.

a [ll,b) a [avb)

Rezultd ¢ [, ) fdh = [} 7° f(x)da.
(¢<=): Presupunem ca |f| € Ry p).-
Daca b < +oo, oricare ar i n € N*, fie f, = [ - Xigp 11 € L([a,b))
(f € Rigy_1; € £(la,b— 1)) 51 0 € £((b— 1,b)) - vezi exercitiul 4) din 2.5).
Deoarece f, [p;b; f rezulta ca f € L([a,b)) (punctul 5) al teoremei 2.1.11).
a,

Atunci |f| € £L4([a,b)) (punctul 2) al propozitiei 2.1.14). Rezulta ca, oricare
arfin e N* |fp] = |f] Ny 1] € L4 ([a,b)) si, deoarece | f,| T |f|, teorema
a,b— =

convergentei monotone (teorema 3.1.7) ne asigura ca

b—0 b—*
/ |f(z)|dz = hm/ x)|dx = hm/ | fuld\ = / | f|dA.
a [a,b)

)

Deci [j, ;) 1A\ < +oo de unde | f| € £ ([a,b)) si deci f € £'([a,])).
In cazul in care b = +oo se alege sirul f, = f - X(a,n]" -
Observatiile urmatoare puncteaza cateva dintre comparatiile ce se pot
face intre cele doua tipuri de integrale: integrala Riemann gi Lebesgue.

3.5.3 Observatii. (i) Integrala Riemann este definitd numai pe inter-
vale pe cand integrala Lebesgue se calculeaza pe clasa mult mai ampla a
multimilor masurabile.
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(ii) Integrala Riemann este sensibila la schimbarea valorilor functiei pe
o multime de masura nula pe cand integrala Lebesgue este invarianta la
asemenea schimbari.

(iii) Pentru integrala Lebesgue avem criterii mult mai usor de aplicat
de trecere la limita sub integrald (teorema convergentei dominate, teorema
convergentei marginite) pe cand la integrala Riemann avem nevoie de con-
vergenta uniforma pentru asemenea operatie.

(iv) Integrala Lebesgue este numarabil aditiva in raport cu domeniul
de integrare; integrala Riemann este doar finit aditiva. Intr-adevar, daca
(An)n C L(A) este un sir de multimi disjuncte doud cate doud, A = (J;2 | An
si f € LYA) atunci sirul (f,),, definit prin f, = Y7, f - Xy, este
convergent la f si dominat in modul de |f|. Teorema convergentei dom-
inate ne asigura atunci ca fA fdX\ = lim, fA fndX = lim, Y fAk fdh =
S [, FdA

(v) Pe intervale compacte integrala Lebesgue este mai generala decat
integrala Riemann: orice functie integrabila Riemann este integrabila si
Lebesgue dar exista functii integrabile Lebesgue care nu sunt integrabile
Riemann (functia lui Dirichlet).

Pe intervale necompacte integrala Riemann face deosebirea intre con-
vergenta simpla si convergenta absoluta. Astfel functia f : [1,4+00) —
R, f(z) = Sig‘”, este integrabila Riemann pe [1,+00) (se poate aplica cri-
teriul lui Dirichlet de convergenta) dar |f| nu este integrabila Riemann

i 2 ) . . . . v
(|f(z)] > ==& = i — C";jx; prima functie din diferenta precedentd nu

este integrabila iar a doua este integrabila pe [1,+00)). Din acest motiv

f & L1, +00)).

3.6 Schimbarea de variabila la
integrala Lebesgue

In acest paragraf vom prezenta o formula de schimbare de variabila la inte-
grala Lebesgue asemanatoare formulei corespunzatoare de la integrala Rie-
mann. Una dintre problemele pe care le avem de rezolvat este de a gasi
conditiile care trebuie sa le satisfaca o functie pentru ca sa duca multimi
masurabile Lebesgue in multimi masurabile.

3.6.1 Teorema. Fie g: R — R o functie bijectiva, derivabild cu derivata
g continud pe R (o functie de clasi C* pe R).

a). Oricare ar fi o multime neglijabila N C R, g(N) este neglijabila.

b). Oricare ar fi A€ L, g(A) € L si Mg(A)) = [, |g'|d.
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Demonstratie. Intai vom observa ci orice injectie continua pe R este
strict monotona. Sa presupunem atunci ca g este strict crescatoare. Rezulta
cd ¢'(z) <0, oricare ar fi € R (dacd am presupune ca exista zp € R a.l.
d'(zp) < 0 atunci, deoarece ¢’ este continua, ¢’(x) < 0 pe un intreg interval
ce contine z( ceea ce ar contrazice monotonia lui g).

a). Sa presupunem intai ca N este o multime neglijabila marginita si fie
a € R asa fel incat N C (—a,a) C [—a,al.

Functia ¢’ fiind continud pe compactul [—a,a] este marginita. Rezulta ca
functia g este lipschitziana pe [—a, al; fie L > 0 asa fel incat

lg(z) —g(y)| < L- |z —y|, Y2,y € [-a,a].

N fiind o multime neglijabila, pentru orice € > 0, exista un sir de intervale
deschise ((ap,bp))pen+ incluse in [—a,a] asa fel incat N C (J 2, (ap,bp) si
> ope1(bp —ap) < .

Oricare ar fi p > 1 sioricare ar iz, y € (ap, bp), |g(x)
L - (by, — ap). Deoarece g este crescitoare, g((ap,bp)) =
inegalitatea de mai sus, A(g((ap,bp))) = g(bp) —g(ap) <

9| < L-|z—y| <

(slap).ofty) 5. din
L-(by,—ap). Atunci

o0

X (g(N) <X [ 9((ap, by Z ((ap by

p=1

| /\

ib —ap)

Deci A*(g(N)) = 0, ceea ce spune ca multimea g(/V) este neglijabila.

Daca N este neglijabila si nemarginita, putem sa o reprezentam ca o
reuniune numarabila de multimi neglijabile marginite; de exemplu N =
U>2 | Ny, unde, pentru oricce n € N*, N,, = N N [—n.n]. Atunci g(N) =
UsZ, 9(Ny,) ceea ce aratd ca g(N) este o reuniune numarabild de multimi
neglijabile deci este neglijabila.

b). Vom remarca intai ca g este un homeomorfism (o functie bijectiva
continua cu inversa continud). Atunci, pentru orice multime inchisa F' C R,
g(F) este multime inchisii. Intr-adevir, oricare ar fi sirul (yn)n C g(F) cu
Yn — Y, exista (x,), C F asa fel incat y, = g(z,), oricare ar fi n € N.
Atunci z,, = g7 (y,) — g7 '(y) = x. Deoarece F este inchisi, x € F si astfel
y=g(x) € g(F).

Fie A € £. Conform exercitiului 12 din 1.5, oricare ar fi n € N*, exista
o multime inchisd F,, C A astfel incat A(A\ F,,) < L. Fie N = A\ Uy, Fy

atunci

(ﬂ (A\ F, ) S)\(A\Fn)<l, oricare ar fi n € N*.
n
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Rezulta ca A(IV) = 0. Punctul a) ne asigura ca g(N) este neglijabila si deci
masurabild Lebesgue (vezi punctul 1) al teoremei 1.3.3). Atunci g(A) =
g(N)UUrZ g(Fy) este multime masurabild (conform teoremei 1.3.6, g(Fy,)
fiind multimi inchise sunt masurabile.

S& calculam acum A(g(A)). Deoarece am presupus ca functia g este
crescatoare, oricare ar fi intervalul deschis I = (a,b) C R, g(I) = (g(a), g(b))
este tot interval deschis si

b
g(I)) = g(b) — g(a) = / ¢ (@)dz = /I g\ = /I 19/l

Fie acum D C R o multime deschisa si fie D = (J; ;| I, reprezentarea lui D
(vezi teorema 1.1.3) ; atunci, cum intervalele deschise g(I,,) sunt disjuncte
doua cate doua,

A(g(D)) = A (U g(fn>> =3 A6t =3 /1 lglar= /D o'l

(la ultima egalitate de mai sus am folosit corolarul 3.1.10).

Fie acum A € £ o multime masurabild marginita. Oricare ar fi n € N*|
fie D,, € 7, asa fel incat A C Dy, Dyp+1 C Dy, si A(Dy, \ 4) < %; evident,
putem presupune ca toate multimile deschise D,, sunt marginite si deci ca
A Dy) < 400.

Fie B = (22, Dy; atunci N = B\ A este o multime neglijabila si
A =B\ N. Atunci g(A) = g(B) \ g(N) si, deoarece g(IN) este neglijabila,
Ag(A)) = A(g(B)). Functia g duce multimi marginite in multimi marginite.
Astfel g(B) = (021 9(Drn), 9(Dn+1) € g(Dy) si AM(g(Dr)) < +oo0. Masura
A este continua pe siruri descendente (vezi punctul 7) al teoremei 1.3.11);
atunci A(g(B)) = lim, A(¢(D,,)). Asadar,

Mg(A)) = Mg(B)) = lim Ag(D,)) = lim / g/ldA =

(%) :/ |g'\d)\—|—lim/ |g'|dA.
A " JDp\A

Multimea D este marginita si ¢’ este continua si marginitd pe Di; deci
g € LY(Dy). Folosind proprietatea 2) din teorema 3.3.1, pentru orice € > 0,
existd § > 0 aga fel incat, oricare ar fi C' € L(D1) cu A(C) < 6, [ |¢'|d)\ <e.
Fie ng € N* aga fel incat nio < 0; atunci, pentru orice n > ng, A(D,, \ A) < ¢
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si deci fDn\A |g'|[d\ < e. Astfel am aratat ca lim, fDn\A lg'|dX\ = 0 si atunci
din (x) rezulta ca A(g(A)) = [, [¢'|dX.

Daca A nu este marginita, atunci ea se exprima ca reuniune a unui sir
ascendent de multimi masurabile gi méarginite: A = |J;~; A, unde A, =
AN [—n,n], pentru orice n € N. Atunci g(A) = (Jo2, g(A ) si, folosind
proprietatea de continuitate a masurii pe siruri ascendente (proprietatea 6)
din teorema 1.3.11) si teorema convergentei monotone (teorema 3.1.7),

Ag(A)) = hm)\ = 11m/ lg'|dX\ = hm/ Xy, g’ |ldN = / |g'|dN.

Vom da acum o teorema de schimbare de variabila la integrala Lebesgue

3.6.2 Teoremi. Fie g: R — R un difeomorfism de clasi C' (g bijectivd,
g derivabild cu derivata continud si g~ derivabild cu derivata continud pe
R) si fie A€ L.

Pentru orice f € LY(g(A)), (fog)-|d'| € L1 (A) si

/g NCE /A (f0.9) - Ig/ldA.

Demonstratie. Din teorema precedentd stim ca g(A) € L. Vom
demonstra teorema pentru diferite situatii in care se poate afla functia

f e L (g(4)).

1). Presupunem ca f = x5, unde B € L(g(A)) si A(B) < +o0; atunci
f € LYg(A)) si, folosind teorema precedentd, g~'(B) € L(A). Functia
(fog)-ld| = Xg—l(B)"g/| este masurabila si pozitiva pe Asi [,(fog)-|g'ld)\ =
fg_l(B) lg'|[d\ = A\(B) = fg(A) fd\ < +o0. Deci (fog)-|g'| € LL(A).

2). Fieacum f =37 a;-xp € £ (g(A)); putem presupune ci A(B;) <
400, pentru orice t = 1,...,p.

/g(A fdr = Zaz-/ X dA = Zaz/ 0 g) - Ig/ldr =

g(A

p p
_ . . _ 3 . _ L
= iz;(h /Axg_l(Bz) ’g |d>\ /A;az Xg_l(Bi) ‘g |d)\ /;4(ng) |g ’d)\

3). Fie f € L1 (g(A)); exista (fn)n C EL(g(A)) ad. f,, 1 f. Din punctul
precedent, pentru orice n € N,

/g<A) Jndh = /A(fn °g) - lg'ldA.
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Folosind teorema convergentei monotone (teorema 3.1.7) in ambii membri
ai relatiei de mai sus obtinem formula dorita si, deoarece functia (fog)-|d|
are integrala finita, este integrabila pe A.

4). In sfarsit fie f = f+ — f~ € L'(g(A)); atunci £+, f~ €€ £ (g(A))
si, din punctul precedent, (f* og) - [¢'| = (fo 919 (fog) g =
(fog)™-1g'| € LL(A); deci (fog)-|g'| € L (A) si, scazand relatiile:

/g(A)fw [ o) 11
/Q(Af i\ = / ) 1'lx

obtinem formula dorita. .

3.7 Exercitii

1). Daca Ae Lgi fe Lyi(A) cu0< f(z) <a atunci
< [, fdX < aA(A).
2). Dacd A(A) =0si f € L4 (A) atunci [, fd\ = 0.
) Daca f 6 L4 (A) atunci [, fdA > aA(f > a),Va > 0.
Daci f € £1(A) atunci limg— 00 a\(f > a) = 0.
4). Sa se calculeze f[O’JrOO) e~ #ld\(x) ([z] este partea intreaga a lui x).

5). Fie f € L (R); aratati ca, Va € R, [ f(z)d\(z) = [i f(z+a)d\(z).
6). Fie f : [a, b]%Rdeﬁnitaprinf( )—04304—5, cua>0§1 f( ) > 0.
Oricare ar fi n EN notam ¢ =a+k-=%k=0,1,...,ns f, : [a,b] =

R, fu(@) = Y 0Zg () - (cfyy — ).
Sa se arate cad (fn)n C E4([a,b]) si fn T f. Sa se calculeze integrala

Lebesgue f[a b] fd\ si sa se compare cu integrala Riemann fab f(z)dzx

7). Fie [c,d] C [a,b] si f : [a,b] = R, f(z) = { (1) :ii E:Clﬂ’\ e, d].

Sa se arate ca Ve > 0,dg : [a,b] — R o functie continua a.i.

/ If — gld\ < e.
[a.0]

Indicatie: Se defineste g(x) = f(x) dacd x € [a,c—¢e|U]c,d]U[d+¢,b] si g liniard pe intervalele
[c—e,c]si[d,d+e].
8). Fie f € LY(A) si B,C € L(A); ariitati ci

d\ = dX dX — dA.
N SRy R
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9). Fie f,g € L'(A) functii mirginite pe A; ardtati ca fg, f2, 9> € L1(A)

/A|f9|d>\§ % [/Af2d/\+/Ade/\]

10). Pentru orice functie f : A — R4 si pentru orice p € N, definim
. f@) flz) <p,
:A—>R =
fp + prin fp(x) { D ,f(l’) > p.
Aritati ca daca f € £} (A) atunci (f,) € L1(A) si [, frd\ T [, fdA.

1
Calculati pe aceasta cale f(o 1 fd\ unde f(x) = %,VSL' € (0,1].
2n

n <TS o
11). Fie f : (0,1] = R, f(z) = 2n2—1;Ll 4n 1—1 e

— 77< <
T |

si

N*. Este f integrabila pe (0,1] ?

12). Fie f:[-3,3] > R, f(z) = 3+ " — 7. Gasiti f*+ si f.

13). Se considera functia f : R — R, f = Z:{i’i (_i)nx[nerl); sa se
arate ca este masurabila gi marginita dar nu este integrabilda pe R (vezi
corolarul 3.2.8).

14). Sa se arate ca functia f =
R.

15). Fie f =37, ai'Xy, € E(A); si se arate ca f € L1(A) daci si numai
dacd, pentru orice ¢ € {1,---,p} pentru care a; # 0 rezulta A\(A4;) < 4o0.
Sa se deduca de aici cil, daca A\(A) < 400, atunci £(A) C L1(A).

16). Fie A € L,f € L(A),a € Rgig: —a+ A — R definita prin
g(x) = f(a+x),Vzr € —a+ A.

Sa se arate ca g € L(—a + A) si ca

/ fd) = / gd),
A —a+A

in sensul ca, daca una dintre cele doua integrale exista, atunci exista si
cealalta si are loc egalitatea.
Indicatie. Fie T : —a+A — A, T(x) = a+x. Atunci g = foT si deci, Va € R, g~} (—00, a) =

+oo (=)™
n=1 n? X[n,n+1)

este integrabila pe

T=1(f~'(—o00,a)) € L. Demonstratia egalititii se face pe rand in cazurile: 1). f = Xp» 2).
=% ¢- Xp, 3). fely(A)sid). fel(A).
17). Folosind legatura intre integralele Riemann si Lebesgue, sa se cal-

culeze:

. 1 2 L 1 dx
lim e ™ drsgi lim —_—
e Jo notoo Jo (14 )
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18). Sa se arate ca, daca (f,) C L}r(A) §id o0, fA Fod\ < 400, atunci
Zzozl fn converge a.p.t.

19). Fie f, : [0,1] = R, fu(x) =n-x ; s& se arate ci f, — 0 dar

[, 3] 0,1
(fn) nu converge uniform.
2
-—, 0 <1
S& se arate ca, Vn € N, |f,,| < g, unde g(x) = I’ <r=4
0, z=0.
Este adevirata egalitatea lim,, f[o ) frdX = f[o y faX?
(2
20). S& se arate ca f : [0,+00) — R, f(z) = smT:z:, este integrabila
x
Riemann si Lebesgue pe [0, +00).
x
21). Fie fr: (0,400) = R, fulz) = 4 n2’ 0 <<
0, =>n.

Sa se verifice daca lim, ( / fnd)\) = / (lim fn) dA si sa se ex-
(0,00) (0,00) ¥ ™

plice rezultatul.
22). Fie f € L1(R); si se arate ci

fin / @+ h) — f()]dAz) = 0.

23). Fie f € L1(R); si se arate ci, Yk € R*, functiile g,h : R — R,
g(x) = f(x + k), h(x) = f(kx), sunt integrabile Lebesgue pe R si

/Rgdx_/RfdA,/thx_“i’-/AfdA.

24). Fie f € L'(R); sd se calculeze

lim [ f(z)sin" zd\(z).

n—oo R

25). Sa se arate ca

[e.e]

T 1
/[0+oo) e = 1d)\(x) - Zﬁ

n=1

(se va efectua schimbarea de variabild e* = 1-).

1—y
26). Fie f € L'(R); sd se arate ca

lim f(z)d\(z) = 0.

"m0 (J2|>n)
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Este necesar ca lim, o f(z) =07
27). Fie A € L si o, € R; folosind formula de schimbare de variabila
si se arate cil, pentru orice f € L' (aA + B), f(a-+B) € L1(A) si

/ F(w)dAw) = |a] / Flaz + B)dA(x).
aA+p A

28). Fie (X, A,p) un spatiu abstract cu masurd pozitiva o-finita si
completa si fie A € A; definim pg @ A — Ry prin pa(B) = p(A N B).
Sa se arate ca orice functie p4-integrabila este p-integrabila.
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CAPITOLUL 3.

INTEGRALA LEBESGUE




Capitolul 4

Spatiile LF

Acest capitol este dedicat unei clase de spatii Banach construite cu ajutorul
notiunii de functie integrabila - asa—numitele spatii Lebesgue, sau spatii
Banach clasice.

In primul paragraf vom prezenta structura algebrica si structura topo-
logica a acestor spatii. Paragraful doi este rezervat studiului proprietatilor
de densitate in LP.

Un caz limita al spatiilor Lebesgue, spatiul L, este studiat in paragraful
trei iar in ultimul paragraf se studiaza seriile Fourier pe L2.

4.1 Structura algebrica si topologica

4.1.1 Definitie. Fie A € L,;p € R,p > 1; o functie f : A — R se numeste
p-integrabili pe multimea A dacd f € £(A) si |f|P € L1(A).

Vom nota cu LP(A) multimea functiilor p-integrabile pe A.

In cazul particular p = 1 regiisim spatiul £'(A) studiat in capitolul
precedent; intr-adevar, f € £'(A) dacd si numai dacd |f| € LY(A) (vezi
teorema 3.2.2).

Definim aplicatia || - ||, : £P(A4) — R4 prin

11l = ( / rfrw)’“ f € LP(A).

87
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4.1.2 Propozitie. LP(A) este spatiu vectorial real.

Demonstratie. Multimea functiilor reale definite pe A, F(A,R), este
spatiu vectorial fata de operatiile uzuale de adunare si Inmultire cu scalari
(operatii definite punctual). Pentru a arata ca LP(A) C F(A,R) este
subspatiu vectorial este suficient sd demonstram ca suma a doua functii
din LP(A) raméane in LP(A) si ca produsul dintre un scalar real si o functie
din LP(A) este in LP(A).

Fie f,g € LP(A); atunci f,g € L(A) si deci f + g € L(A). Pe de alta
parte functia h : R — R, h(y) = |y|P, este continua si deci ho (f + g) =
|f + g|P € L(A) (vezi teorema 2.1.9).

() 1f+gl” < (If1+1gD)P <27 - max{[f[", [g]"} <27 - (|f]" +19/").

Functia 2P (| f|P+|g|P) este integrabila si, din (%), domina functia masurabila
|f + g|P; teorema de dominare (3.2.6) ne asigurd ca |f + g|P € £1(A) si deci
f+geLP(A).

Oricare ar fic € Rsi f € LP(A), c-f € L(A) si|c-fIP = [e[P-| f]P € L1 (A);
deci c- f € LP(A).

]
< . .11 y :
4.1.3 Lema. Fie p,q > 1 a.i. —+ — = 1 (vom spune cd p $i q sunt
p q
conjugate); Ya,b > 0,
a? W
a-b< —+ —.
p q

Demonstratie. f(z) = ax— @ x—, Vx > 0, defineste o functie deriva-
bila f : [0, +00) — R; derivata sa, ]}’(x)q: a—x971 se anuleazi pentru g =
ai-T. Se observi imediat ci f este crescatoare pe [0, x| si descrescatoare
pe [z, +00). .

Rezulta ca f(x) < f(zo) = f(aﬁ) —a-aiT — %p - “qul =aP (1-—

1

% — ) =0sau f(z) <0,Vz > 0, ceea ce demonstreza lema.

4.1.4 Teorema (inegalitatea lui Holder).
Fie p,q > 1 doud numere conjugate (% + é =1).
Vf € LP(A),¥g € LU(A), f-g € L(A) s

[ 153 < 17l gl = ( / \frw)p-( / rqux)q.
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Demonstratie. Daca || f||, = 0, atunci [, [f|[PdX\ = 0, de unde f =0
a.p.t. (teorema 3.3.2). Atunci f-¢ = 0 a.p.t. si, aplicand din nou teorema
332, If-glh = [41fgldX =0 <||fllp-llgllg- La fel rationdm dacé [|g[l, = O.

S# presupunem acum ci || f|l, # 0 # [lgll,- In inegalitatea din lema

F@)l g, Lot
7T Il

F@g@)] _ [f@P  lg@)]
Vr € A.
171 Nglla = P17 gy ™™

qllgllg
Aceeasi inegalitate poate fi scrisa functional:

precedenta inlocuim: a =

obtinem atunci:

=) rMSwmwm4Hmpmpq@Mm@.

Deoarece f € LP(A) si g € LY(A), rezulta ca fg € L(A) si |f|P,]g]? €
L1(A). Atunci

qmﬁeﬂm»

h=lf]lp- o
151 Vol (gl P+ oo

Din (*), |fg| < h; teorema de dominare (vezi 3.2.6) antreneazi fg € L'(A).
Integrala fiind monotona (punctul 1) al teoremei 3.3.1) si liniara (teorema
3.2.10), putem integra acum in inegalitatea (*) si obtinem:

1 1
VWMQWVMH(/UWk% /wwgz
/A P 1 PHng A QHQHZ A

wmwmu(wmump

wwﬂ—wwww
PETERAL pollgle

4.1.5 Teorema (inegalitatea lui Minkowski).
Oricare ar fip > 1,¥f,g € LP(A),

1+ glly < [1fllp + llgllp-

Demonstratie. Daca p = 1 inegalitatea este evidenta (vezi punctul 3)
al teoremei 3.3.2).

Sa presupunem acum ca p > 1 i fie f,g € LP(A). Din propozitia 4.1.2
stim ca f + g € LP(A).

Daca ||f + g||, = 0, atunci inegalitatea lui Minkowski este evidenta.

Presupunem deci in plus ca ||f + ¢gl|, > 0. Fie ¢ = p% > 1; atunci

1
% % = 1si functia h = |f +g[P~' € LI(A). Intr-adevir, h este compunerea
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dintre functia masurabils f + ¢ si functia continua I : R — R, I(y) = |y[P~!;
conform propozitiei 2.1.9, h = lo (f +g) € L(A). In plus, |h|? = |f 4+ g|* €
LYA) (f +g € LP(A)) si deci h € LI(A).

Rezulti din inegalitatea lui Holder ca |f + g[P~! - |f| = h|f] € L}(A) si
|f +g|P~' - |g| = h|g| € L'(A). Atunci, utilizand proprietatile de monotonie
si de liniaritate ale integralei,

(||f+ng)p=/A|f+g!pdA=/A|f+g|”‘1-|f+g|dA§

p—1 — p—1 p—1
< /A 4 g (1] + lghdA /A 1+ glP Y flax + /A 1 + g7 YgldA.

Dar, conform inegalitatii lui Holder,

/A £+ gl 1f1dA = [£Rl < £l - Ihlg:

/A F+ gl lgldA = gkl < lgllp - [21la

Atunci:
(I1f +allp)” < (If1lp + Ngllp) - [1Rllq =

= (171l + llgllp) - ( / !f+g\(p1)"dA>q _

p—1

= (sl +llall) - ([ 17+Pa) ™ =1l + gl - 1F + gl
Simplificand in inegalitatea precedentd cu (||f + g||,)’ ", obtinem
L+ gllp < 1f1lp + lgllp- .
4.1.6 Teorema. Spatiul (LP(A),| - |lp) este spatiu seminormat.

Demonstratie. || f|[, =0« f =0, a.p.t. (teorema 3.3.2).

1
Oricare ar fi c e Rsi f € LP(A),|lc- fll, = </ \c-f]pd)\)p =c| - || fllp-
A

Inegalitatea triunghiulara este chiar inegalitatea lui Minkowski. -
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4.1.7 Definitie. Fie (f,) C LP(A), f € LP(A). Daca ||fn — fllp — 0

n—-+0oo
spunem ca girul (f,) este convergent in medie de ordin p pe A la f si
notam aceasta cu f, % f.

(fn) este gir Cauchy in medie de ordin p daca limy, p—s oo || frn — fullp = 0.
f este aderent in medie de ordin p la F© C LP(A) daca exista un sir

(gn) CFal g, %Jc

Notim cu F* multimea punctelor aderente in medie de ordin p la F.

4.1.8 Propozitie. Fie p > 1; relatia f ~ g <= f = g a.p.t. este o relatie
de echivalenta pe LP(A).

Demonstratie. Sa observam intai ca, daca f € LP(A) si f = g a.p.t.
aunci g € LP(A) si ||fllp = llgllp- Intr-adevir, daci f € LP atunci f € £(A)
(vezi punctul 1) al teoremei 2.1.6); deoarece |f|P = |g|” a.p.t., [, |f[PdX =
J419IPdX (teorema 3.2.11) si deci g € LP(A) si || fllp = llgllp-

Relatia ~ este in mod evident reflexiva, simetrica si tranzitiva, deci o
relatie de echivalenta pe LP(A).

4.1.9 Definitie. Notam spatiul cat LP(A)|. cu LP(A); elementele acestui
spatiu sunt de forma: [f] = {g € LP(A): f ~ g}.

Remarcam ca LP(A) este spatiu vectorial real: [f] + [g] = [f + g].c-
[f] = [c- f] € LP(A),Vf,g € LP(A),Vec € R. In plus, Vg € [f], [, |fIPdA =
[ 4 |glPdX. Putem deci defini in mod consistent aplicatia

- Mlp = ZP(A) = R, [[FUlp = [1f1lp, VIST € LP(A).

4.1.10 Teorema. Spatiul (LP(A), || - ||,) este un spatiu normat real.

4.1.11 Teorema. Fie p > 1,(fn)n C LP(A) i f € LP(A); atunci:
ll-llp A
A el

2). Daca (fn)n este sir Cauchy in medie de ordin p atunci (f,)n este
gir Cauchy in masurd.

Demonstratie. 1). Ve > 0,Vn € N, fie A,(¢) = (|fn — f]| >¢) € L.
Atunci:

|fn — f|p > |fn - f|pXAn(5) > 5pXAn(s)'
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Utilizand acum monotonia integralei, obtinem:
a = FI5 = [ 1= SIP00 > PACANE)), Ve > 0. € .
A

Rezultd c& Ve > 0,Yn € N, A\(An(e)) < & - || £ — FI15.

Deoarece fy, % f, rezulta ca limy, A\(A,(¢)) = 0, Ve > 0, ceea ce antre-

neaza fy, ? f.
2) se demonstreaza similar inlocuind A, (¢) cu Apn(e) = (|fin — ful > €). o

In cazul in care A(A) < 400 putem compara intre ele spatiile LP(A) si
topologiile generate de semi-normele || - ||, pe aceste spatii.

4.1.12 Teorema. Dacd M\(A) < +oo §i 1 < p < r atunci L"(A) C LP(A)
[RIE I IIp

i fo 5 f = fo S5 £ (f) © L7(A), £ € £7(4).
Demonstratie. Fie p; =% > 1siqp =5 5> 1; atunm — —|— = =1.
Ve L'(A), feL(A)si |f|TEL (A). Rezultaca |f]p€£l ( ) = LPr(A).

Deoarece A\(A) < 400, 1 € LI(A).

Putem aplica acum functiilor |f|P si 1 inegalitatea lui Holder (vezi 4.1.4);
deci |f|P-1 = |f|P € L'(A).

Rezulta, pe de o parte, ca f € LP(A) si astfel L"(A) C LP(A).

Pe de alta parte, inegalitatea lui Holder antreneaza:

[ 1rars (/A|f|P'pldA>pll-</ 1dA>11,

sau, echivalent:

1L < ( / Ifl’”dA>r AT

Ultima inegalitate implica:
r—p
1fllp < XA 7 - [l Vf € £7(A).
Rezulta ca oricare ar fi (f)n, C L"(A) si f € L7(A),

1fo = Fllo < N T || — fll»

ceea ce demonstreaza ca, daca sirul (fy,), converge in medie de ordin r la f,
atunci el converge si in medie de ordin p la f .

r—p

= [IFI7 - AA)
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4.1.13 Observatii. (i) Conditia ca A sa fie de masura finita este esentiala
in teorema precedenta. Intr-adevar fie aplicatia f : [1,400) — R, f(z) =

1
;,Vaz >1. feC([1,400)) C L([1,+00)) si, Vp > 1,

“+o00
J s [ = e =
[1,400) 1 2P 1-p ! p—1

Rezultd ca f € LP([1,400)),Vp > 1 dar f ¢ LH([1, +00)).
(ii) In cazul in care A este o multime de masura finita gi p < r, urma

topologiei indusa de seminorma || - |, pe submultimea £"(A) C LP(A)
este mai putin fina decat topologia indusa de seminorma || - ||, pe aceeasi
submultime.

4.2 Proprietati de densitate in £

4.2.1 Teorema. Fie A € L gip > 1; atunci:
1). EY(A) =E(A) N LP(A).
2). £1(A) = LP(A).

Demonstratie. 1). Fie f € £(A); atunci f = 71" a; - x, , unde
{Ay,---, A, } este o partitie masurabila a multimii A. Atunci
feLP(A) < |fIP =) lail’-x,, € L1(A) =D |ailPA(Ai) < +00 =
i=1 =1

=) JailA(A) < +oo <= f € EY(A).
i1

2). Incluziunea & I(A)p C LP(A) este evidenta; sa demonstram incluziunea
inversa.

Oricare ar fi f € LP(A),f = fT — f~ unde f*,f~ € L (A). Exista
doud siruri (up)n, (vp)n C E+(A) ad. u, T f7 st v, T f~ (vezi punctul
1) din teorema 2.3.3). Sirul (fn)n € E(A), fn = un — vy, este convergent

punctual pe A la f; in plus, oricare ar fi n € N,
[falP < (un +vn)? < (F7+ [P = [fIP € £1(4)
de unde, folosind teorema de dominare (teorema 3.2.6),

(fa)n C E(A) N LP(A) = E1(A).
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Pe de alta parte

[fo = P < (1l + 1F)P < 22(ful? + ) <2250 |fP

si, cum f, — f, rezulta din teorema convergentei dominate (teorema 3.3.7)
ca

1= 1= [ 1£a= fIPax

TP

ENA) .

ceea ce este echivalent cu f, % f. Deci f €& (A) .

O consecinta imediata a teoremei de mai sus este completitudinea spatiului

LP(A).
4.2.2 Teorema. Spatiul seminormat (LP(A), |- ||p) este complet, Vp > 1.

Demonstratie. Demonstratia este analoaga celei care probeaza com-
pletitudinea spatiului £'(A) (teorema 3.3.12).

Din teorema 4.1.11, 2), rezulta ca orice sir (f,), € LP(A) Cauchy in
medie de ordin p este Cauchy in masura. Punctul 1) al teoremei lui Riesz
(teorema 2.2.5) pune in evidenta un subsir (f, )n al sirului (f,), convergent
aproape uniform la o functie f : A — R. Teorema 2.2.2, 2), afirma ca
T, ? f st atunci f € £L(A) (punctul 3) din teorema 2.1.6).

Fixam m € N; oricare ar fin € N, fie g, = | fr — fi,,|P € L+(A). Aplicam
sirului (gn)n lema lui Fatou (vezi corolarul 3.1.11):

/ liminf g,dA < liminf/ gndA.
A n n A

Deoarece liminf,, g, = |f, — f|P a.p.t. rezulta

/A [ fn = 1PN < Timinf || fr = fi, I}

si, cum limyy, 100 || frn— f&, || = 0, rezulta, pe de o parte ca f,— f € LP(A)
sidecica f = fi,— (fm— f) € LP(A) si, pe de alta parte, ca || fm — f|l, — 0.

]
4.2.3 Observatii. (i) Spatiul (LP(A), || - ||,) este spatiu Banach.

(ii) LP(A) este completatul spatiului £'(A) in raport cu seminorma || - ||,,.

4.2.4 Teorema. Fie C,(A) = C(A)NLP(A) - multimea functiilor continue
p-integrabile; atunci, oricare ar fip > 1,

C,(A)" = LP(A).
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Demonstratia este o adaptare imediatd a celei din cazul p = 1 (vezi
teorema 3.3.10) si o lasdm in seama cititorului.

4.2.5 Observatie. Dacd multimea A este compacta atunci C,(A) = C(A)
si deci, in acest caz, C'(A) este densa in LP(A).

Incheiem acest paragraf cu o proprietate importanta a spatiilor £P([a, b])
- proprietatea de separabilitate.

4.2.6 Teorema. Oricare ar fi a,b € R,a < b i oricare ar fi p > 1, spatiul
LP([a,b]) este separabil (contine o submultime numarabila si densa).

Demonstratie. Sa notam cu P multimea restrictiilor polinoamelor cu
coeficienti rationali la intervalul [a, b]; P este o multime numarabila.

S& aratam ca P este densé in LP(A) deci ca P” = LP([a,D]).

Pe de o parte P C C([a g ) si deci, din teorema 4.2.4 si obsevatia care
o urmeazi, P’ C C([a, = Lp([a, b)).

Pe de alta parte, folosmd aceagi teorema 4.2.4, Vf € LP([a,b]),Ve >
0.39 € C(la.b) ai. |f —gll, < 5.

Ne vom reaminti acum de teorema lui Weierstrass de aproximare uni-
forma a functiilor continue cu polinoame. In baza acesteia, exista un polinom
h pe [a,b] a.i.
€

lg = hllos = sup [g(z) — h(z)| < ——.
z€[a,b] S(b — a)P

Este evident, datorita densitatii multimii numerelor rationale in R, ca
putem aproxima uniform h cu polinoame din P. Deci dI € P a.l.
€
1h = 1llec < ———
— a) P

Rezulta ca

9 1
1 =tlp < 11f = gllp + llg = hllp +{[7 = Ul < 5+ (b= a)?lg = hlloot

&
3(b—a)7

B =

= E.

§+2(b—a)

1
+(b—a)r|lh =] <
Deci Ve > 0,3l € P al |[f —I|[p < &; rezulta ca f € FP, ceea ce aratd
ca P este densa in L£P([a,b]), ||| ||p)-
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4.3 Spatiul L*>
4.3.1 Definitie. Fie A € L1 f € L(A); definim
I fllc = inf{a € Ry : |f] < a a.p.t.} € [0, +ox].
| flloo se numeste supremumul esential al functiei |f|.

4.3.2 Observatii. (i) |f| < «a a.p.t. Inseamna ca \(|f| > «) = 0.

Daca, oricare ar fi & € Ry, \(|f| > a) > 0 atunci singurul a € R, pentru
care |f| < o a.p.t. este a = 400 si deci || f|loo = +00.

Daca existd a € Ry ad. A(|f| > a) = 0 atunci || f||ec < +00.

(ii) In general esential supremumul unei functii f este mai mic decat
supremumul lui | f|:

[fllsc < sup|f(z)].
€A

Intr-adevir, daci f = Xg» atunci supger | f(2)] = 1 iar ||fllec = 0
(A(|f] > 0) = A(Q) = 0; deci |f]| <0 a.p.t.).

(iii) Fie J C R un interval si f : J — R o functie continua pe J; atunci
[ flloo = sup,e s |f(x)|. Intr-adevir, asa cum am vizut la punctul precedent,
| flloo < supyey|f(z)|. Oricare ar fi ¢ € R al. ¢ < sup,c;|f(z)| atunci
exista g € J al. ¢ < |f(zo)|. Din continuitatea lui |f| In zo, exista § > 0
al. (xo—0,z0+0)NJ C (|f| > ¢) sideci 0 < A((xg—0, xo+)NJT) < X(|f| > ¢)
deci ¢ < || f]loo; rezulta ca sup,c s |f(2)| < || flloo-

4.3.3 Lema. Fie f € L(A); atunci:
D). |[flloc = inf{sup,ea\n | f(2)] : N € L, A(N) = 0}.
2). 11 < [l a.p.t.

Demonstratie. Sa notam o = inf{sup,ca\n |f(2)| : N € L,A(N) =
0} si si observam ci ag € Ry.

Va € Reu |f| € aap.t., notdm cu N = (|f] > a) € £; atunci A(N) = 0.
Din definitia lui ag, ap < supyea\n |f(@)] < a. Rezultd de aici ca ap <
£l

Daca ag = +00, atunci egalitatea este evidenta.

Sa presupunem ca g < 4o00; utilizand definitia lui ag, Ve > 0,dN € L
cu A(NV) =0 al. ag+e > sup,ean | f(2)]- Rezultd ca |f(z)| < ag+e,Vr €
A\ N sau (|f| > ap+¢) C N si deci |f] < ap + ¢ a.p.t. Tinand cont de
semnificatia esential supremumului lui f, [|f|lcc < o + &,Ve > 0 si deci

[flloo < a0
Cele doua inegalitati arata ca || floo = .
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2). Daca || f|lcoc = +00, atunci inegalitatea este evidenta.
Sa presupunem ca || f||oo < 400; tindnd cont de punctul precedent, Vn €
N*, 3N, € £ cu A(Ny) = 0 a.i.

1
sup [ f(@)] < |[flloo + -

Fie N =J;2, N, € £; atunci A(N) =0 si
oo

7@ < [ flloo+ 5, ¥ € AVN = [Y(A\ Na), Vi € "

n=1

Trecand la limita in ultima inegalitate obtinem |f(z)| < ||f||o, Vz € A\ N
sat 1] < [ fll a.p-t .

4.3.4 Observatie. Din punctul 2) al lemei precedente rezulta ca || f|| este
cel mai mic element al multimii {o € Ry : [f]| < a a.p.t.}; deoarece aceasta
ultimd multime este un interval, {a € Ry : |f] < a a.p.t.} = [|| f|loo, +00].

4.3.5 Definitie. Oricarear i A € £, L®(A) ={f € L(A) : || f]loo < +00}.

4.3.6 Teorema. Fuata de operatiile obisnuite de adunare a functiilor si
de inmultire cu scalari, L°°(A) este spatiu vectorial real iar || - |0 este o
seminorma pe L°(A).

Demonstratie. Fie f,g € L>(A); atunci |f + g < |f] + 9] < [|flloo +
[9lloc a.p-t. Deci [[f +glloc < [[flloc+lglloc < +00; rezultd cd f+g € L7(A)
si ca || - || verifica inegalitatea triunghiulara.

Oricare ar fi f € L°°(A) si pentru oricare ¢ € R, |c- f| = |c|| f] < |e][| f]loo
a.p.t. de unde

(%) lle - flloo < fef - [ flloe < 400

Deci c- f € L>(A).

Daca ¢ = 0 atunci evident ||c- flloc = |c| - || f]|oo-

Daca ¢ # 0 atunci aplicam inegalitatea din (*) pentru
L (A):

LeRsice - fe

c

c

1
< .
]

lle flloo-

.
Deci |c| - || flloo < |lc - flloo care, impreuna cu inegalitatea (x), conduce la
egalitatea |[¢- flloo = lc| - || flloo-

Rezulta ca || - ||oo este o seminorma pe £L>(A).
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4.3.7 Observatie. Relatia ~ definita prin f ~ g < f = g a.p.t. este
o relatie de echivalentd pe £°(A). Vom nota spatiul cat £L(A)|. cu
L>*(A) si, oricare ar fi [f] € L>®(A), ||[f]llcc = ||f]lcc- Folosind lema 4.3.3,
Ifllc =0 <= f =0 a.p.t. ; rezulta ca definitia precedenta nu depinde de
reprezentantul f din clasa de echivalentd [f]. Se poate usor demonstra ca
(L>®(A), || - |lco) este un spatiu normat.

4.3.8 Propozitie. Fie (f,), C L(A) si f € LO(A).

(1) fo lj'Lﬁ's fe= B ELA) wXB)=0 i fu 0 ]

(2) (fu)n este sir Cauchy in (£L°(A),]||e) <= 3B € L(A) cu A(B) =0
a.?. (fn)n este sir Cauchy uniform pe A\ B.

[[-llo

Demonstratie. (1) Presupunem ca f, - f; oricare ar fi p € N*

existd np, € N adl | fn — flleo < %, pentru orice n > n,. Din lema 4.3.3

rezulta ca |fo — f| < §

a.p.t. sau ca, oricare ar fi p € N* gi n > n,,
1
multimile A,, , = (] fo—f > ) sunt neglijabile. Atunci si multimea B =
p
Upzs U;io:np A, p este neglijabila.
Oricare ar iz € A\ B = ;2 (2, (A\ Anp), | fo(z) — f(2)] < %,Vp €
N*,Vn > n, de und — f.
n > n, de unde f, B f
Reciproc, daca presupunem ca existda B € L(A) cu A(B) =0 al. f, A\LB> f

atunci, oricare ar fi € > 0, exista n. € N a.l., oricare ar fi n > n. si oricare
ar iz € A\ B, |fu(z) — f(z)] < e. Rezulta ca A\ B C (|fn, — f| <¢)
ceea ce antreneaza prin complementariere ca (|f, — f| > ¢) C B si deci ca

\fu — f| < ap.t. Deci [[fo — flloo < &,¥n > ne de unde f, ||~E‘oo ;

(2) se demonstreaza urmand aceeasi cale.

4.3.9 Teorema. (LP(A), |- ||co) este spatiu seminormat complet si deci
(L>®(A), || - ||co) este spatiu Banach.

Demonstratie. Fie (f,)n C (£°(A), || - ||oo) un sir Cauchy. Conform
punctului (2) din propozitia precedenta, exista B € L(A) cu A(B) = 0 a..
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(fn)n este sir Cauchy uniform pe A\ Bj; aceasta inseamna ca, oricare ar fi
e > 0, exista n. € N a.l., oricare ar fi m,n > n.,

(%) |fm(z) — fu(z)| <e,Vx € A\ B.

Din (x), pentru orice z € A\ B, (fn(z))n este sir Cauchy in R si deci exista
lim, f,(z) € R.
) ) . [ lim, fo(z), € A\ B,

Definim f : A — R prin f(a:)—{ 0. z€B.

Sirul (f,)n converge a.p.t. la f si astfel, conform punctului 3) al teoremei
2.1.6, f € L(A).

In (%) facem m — oo si n = n. si obtinem |f(z) — fu. (z)| < &,V € A\ B;
rezlta e |£(2)] < |F(@) — fu. (2)] + fo (@) < &+ [fo ()], Ve € A\ B, de
unde |f| < e+ |fo.| < e+ || fn.lloo a-p.t. Rezulta ca || f|leo < 400 si astfel
feL>rA).

Utilizam incd o data relatia (x) In care facem n — oo si obtinem | fy, () —
f(@)] <e,Vm >n., Vo € A\ B si, deoarece A\(B) = 0, aceasta inseamna ca

) [I-lloo
|fm — fl < e ap.t. sau || fin — flloo < &,Ym > ng; deci fi, T> I .

Propozitia urmatoare este o extensie a inegalitatii lui Holder (teorema
4.1.4).

4.3.10 Propozitie. Oricare ar fi f € L(A) si g € L2(A), functia f - g
este integrabild (f - g € LY(A)) si are loc inegalitatea:

I gl = /A £ gldX < 11 - llgloo.

Demonstratie. Din lema 4.3.3, |g| < ||g]|co a.p-t. si deci, aproape peste
tot, |f - gl < ||gllco - |f]. Rezulta atunci din teorema de dominare (teorema
3.2.6) ci f-g € LY(A) si integrand inegalitatea de mai sus obtinem extensia
inegalitatii lui Holder din enuntul propozitiei. .

In cazul in care misura lui A este finitd putem sa comparam intre ele
spatiile LP,1 < p < 400 (vezi gi teorema 4.1.12).

4.3.11 Teorema (teorema lui Riesz). Daca A(A) < +oo atunci LC(A) C
Np=1 £P(A) si, oricare ar fi f € LZ(A),

I£lloo = lim_ 11l
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Demonstratie. Fie p > 1 arbitrar; Vf € £L°(A), f € L(A) si, din lema
4.3.3, |f] < Ifllcc a.p-t., de unde:

(1) LFIP < |1 fI[B a.p-t.

Dar in spatii de masura finita functiile constante sunt integrabile. Deci
1 £11% € LY(A) (|| f]loo € Ry) si atunci, conform teoremei de dominare (teo-
rema 3.2.6), |f|P € £L'(A). Rezultd ci f € LP(A) ceea ce demonstreaza
incluziunea £(A) C )2, LP(A).

Acum integram in inegalitatea (1) si obtinem:

/A PN < [IFI2 - A(A),

de unde
1 oo
(2) 1fllp < [ACA)]Z - ([ flloo, Vi € £7(A).
De aici rezulta ca urma topologiei generate pe £>°(A) de seminorma || - ||,

este mai putin find decat topologia generata pe L°°(A) de seminorma || - || oo
Am observat ca inegalitatea (2) are loc Vf € L°(A) ¢i Vp > 1; daca
trecem la limita superioara in aceasta inegalitate obtinem ca

(3 im s | < 1o, VS € £%(4)

In cele de mai sus am presupus ci A(A) > 0; in cazul particular in care
A(A) = 0, rezulti, din faptul ci X este masuri completi, ca, Vp > 1, L1(A) =
LP(A) = L2(A) = L(A), iar ||fllp = 0 = ||f]lc, VP > 1. In aceast situatie
este evident ca limy, || f||, = || f|loo-

Revenind la inegalitatea (3), daca || f||cc = 0, atunci, din (3), rezulta ca
exista limy, || fll, = 0 = || f]|o-

Sa presupunem acum ca || f||s > 0.

Va < ||flleo, rezulta, din definitia || f|lco, cd@ A(|f] > ) > 0; fie Ay =
(If| > ) € L(A). Obtinem, Vp > 1:

==

I

Q
>
—~

BN
Q
=

™=

W W= (/, a If!pdk>; > [a? - A(Aa)]

Deoarece A(Aq) € (0,400), Ilimy, 4 [)\(Aa)]% = 1. Daca in relatia (4)
trecem la limita inferioara dupa p — oo, obtinem:

o S
(5) lim inf [ fllp > e, Yoo <[} flloo-
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Dar (5) implica
< Tim
(©) Il < limn 7],

Din (3) si (6) rezulta ca exista limy, || f|l, = || floo .

4.3.12 Observatie. In enuntul teoremei lui Riesz am precizat ca incluz-
iunea L>(A) ¢ M2, LP(A) este stricta. Intr-adevir, daci considerim
functia f : (0, 1] — R definita prin f(z) = Inz atunci, conform punctului (iii)
al observatiei 4.3.2, || f[looc = supge (0,17 |f (%) = +00. Deci f ¢ £7((0,1]). Pe
de altd parte, oricare ar fi p > 1, || f||b = f(071] | fIPAN = f01+0 |Inz|Pdz < 400
(exista = % si exista limg o 27 |Inz[P = 0 < +o0; conform criteriului in 3
de convergenta a integralelor generalizate de specia a doua integrala noastra
este convergentd). Rezulta ca f € LP((0,1]), oricare ar fi p > 1.

4.4 Serii Fourier in L?*([—m, 7])

In acest paragraf vom studia convergenta In medie a seriilor Fourier in
L?([~m,7]). Facem de la inceput observatia ci multe dintre rezultatele
acestui capitol raman adevarate daca inlocuim intervalul inchis [—m, 7] cu o
multime masurabila arbitrara.
S& ne reamintim ci spatiul L?([—7,7]) este un spatiu Banach in raport
1

2
cu norma || - ||g @ L?[—7, 7] — Ry definitd prin ||f|l2 = (/ f2dA> )
[771-777]

oricare ar fi f € L?([—m,7]) (vezi teorema 4.2.2 i punctul (i) al observatiei
4.2.3). (Deoarece integrala Lebesgue nu depinde de schimbarea valorilor
unei functii pe o multime de masura nuld vom utiliza curent in locul claselor
de echivalenti din L?([—7, n]) = £?([—, 71])|~ reprezentanti ai acestora.)

In plus teorema 4.2.6 ne asigurd ci spatiul (L2([—m,7]), || - [|2) este un
spatiu Banach separabil.

Sa observam ca, deoarece p = q = % sunt numere conjugate, inegal-
itatea lui Holder ne spune ca, Vf,g € L*([-m, 7)), f g € LY([-m,7]) si
Ifalli < |Ifll2 - llgll2 (vezi teorema 4.1.4). Putem atunci defini aplicatia
(-,) : L*([-7,7]) x L*([-~,n]) — R prin

o= [ go

Demonstratia urmatoarei propozitii este o simpla aplicare a definitiei de
mai sus.
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4.4.1 Propozitie. Aplicatia (-,-) definita mai sus este un produs interior
pe L?([—n, 7)) adicd verifica conditiile:

1). (f.f) > 0,Yf € L*([-m,7]) si (f,f) =0+= f=0apt.

2). (f.9) = (9,),Yf, g € L*([—m,7]).

3). (f+9.h) = (f.1) + (g.h).Vf, g, h € L2(|—m, ).

4). (c- f,9)=c-(f,9),Yf,g € L*([-m,7]),Vc € R.

Norma indusa de acest produs interior se defineste In mod standard
prin ||[f|l = \/(f, f); se observa imediat ca || f|| = ||fll2,Vf € L*([-m,7]).
Spatiul L2([—m, 71]) este astfel un spatiu Hilbert separabil (un spatiu Banach
separabil a carui norma este indusa de un produs interior).

In astfel de spatii se poate introduce notiunea de ortogonalitate: doi
vectori f,g € L?([—m,7]) se numesc ortogonali sau perpendiculari daca
(f,g9) = 0; vom nota aceasta cu f L g.

Unsir (fu)n € L?([—7,7]) se numeste ortogonal daca f,, L fyn, Vm # n;
daca, in plus, [|fn|l2 = 1,Vn € N, sirul se numeste ortonormat.

Un rezultat general de analiza functionala ne asigura ca in orice spatiu
Hilbert separabil exista siruri ortonormate si orice element al spatiului se
exprima ca suma a unei serii construita cu elementele unui asemenea gir
(vezi, de exemplu, teorema 2.10.33 din [3]).

In cele ce urmeazd vom pune in evidenta sir ortonormat important in
L?([—7,7]) - sistemul trigonometric.

4.4.2 Definitie. Definim, Vn € N, functiile f,, : [-7, 7] — R astfel:

fo(zx) =1 , Vx € |-m 7]
fon—1(z) = cosnx , Vee[-m7m| , Vn>1,
fon(x) = sinnz , Ve e€[-m,n] , Yn>1.

Atunci sirul (f,)n € C([—m,7]) € R([~m,n]) C L*([~n,7]), se numeste
sistemul trigonometric.
Remarcam ca, Vo € [—7, 7],

(fn(z))nen = (1, cos z, sin z, cos 2z, sin 2z, ..., cos nx, sinnx, ...) .

4.4.3 Propozitie. Sistemul trigonometric este un sistem ortogonal de vec-
tori in L*([~m,7]):

fan L fm,Vn 7& m g Hf0||2 = V2m, an||2 = ﬁ,vn > 1.
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Demonstratie. Sa aratam ca (f,, fm) = 0,Vn # m.
Deoarece (fy)n C C([—m,7]), rezulta ca, Vn,m € N,

(fnafm):/[_ Jnfmd\ = - fn(x)fm(x)dx

)

U
1
(fo, fom-1) = / cosmxdr = Esinmgc\’j7T =0,Ym > 1.

-

T 1
(fo, fom) = / sinmzdr = —— cosmz|™, = 0,Ym > 1.
m

—T

™

(fon—1, fom—1) :/ cos nx cos madr =

—T

1 ™
=5 / [cos(n + m)xz + cos(n — m)x]dz = 0,Vn,m > 1,n # m.
(f2n—1, fam) 2/ cos nx sin madxr =
1 /™ . )
= 2/ [sin(n + m)x — sin(n — m)z] dz = 0,Yn,m > 1.
(fon, fom) =/ sin ne sin madr =
1

= 2/ [— cos(n + m)x + cos(n — m)z]dx = 0,Vn,m > 1,n # m.

Rezulta ca fn 1 fm,Vn,m S N,n ;é m.
[full2 = +/[7. f2(x)dz,Vn € N si astfel

|| foll2 = V2,

T 1 2
|| fon—1ll2 = \// cos? nxdxr = \// de = /7,
r . 2
T 1 — 2
| fanll2 = \// sin nede — \// wdx JT.
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4.4.4 Definitie. Sistemul (ey,),, unde, oricare ar fi n € N, e, = IIfillz o .

este un sistem ortonormat. Oricare ar fi x € [—7, 7],

cosx,

(en(x))neN—<r - }smx \}Ecosnx,\/lEsinnx,...).

Oricare ar fi f € L?([—n,7]) coeficientii Fourier asociati lui f sunt
definiti prin ¢, = (f,e,) = m - (f, fn), oricare ar fi n € N, iar seria
Fourier asociata lui f si sistemului trigonometric este, oricare ar fi x €
[—m, 7], :

o0 o
1 .
ch-en(az) = “(f, fo) + — Z (f, fon—1) - cosnzx + (f, fon) - sinnx] .
n=0 n=1
Pentru a simplifica scrierea vom nota, pentru orice n € N,

=~ /[] (@) cos nadA(x) by = - - /[ _ J@ysnair)

™ s

Atunci seria Fourier asociata lui f este

o

50 + Z(an cos nx + by, sin nzx).
n=1

4.4.5 Teoremi. Fie f € L%*([—m,7|) si fie (an)n, (bn)n sirurile definite

mai sus prin a, = %(f, fan—1),bn = L(f, fon); vom nota cu

24 Z(ak cos kx + by sin kx),Vn € N*,Vx € [—m, 7].

k=1

((Sp)n este sirul sumelor partiale pentru seria Fourier asociatd lui f).
Oricare ar fi sirurile (an)n, (Bn)n C R fie

Tn(x) = % + Z(ak cos kx + P sinkz),Vn € N*, Vo € [—m, 7]

Atunci:
1)' ”f - SnH2 < Hf _TnHQavn € N7

a2 o0
2). P+ alilan +07) < 1o fIB =1 fipng SR

3). limy,yyoo @y =0 = limy, 4o by.
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Demonstratie. T, fiind un polinom trigonometric arbitrar de forma
indicata,

2 n
(Tn, T,) = % S(L1) + Z[az - (cosk-,cosk-) + B - (sink-,sink-)] =
k=1

2 n 2 n
o «
=2y (ap+B) = <20+ > (ai+ﬁ%)) .
k=1 k=1
Atunci, oricare ar fi n € N,

Hf_TnH% = (f_Tnvf_Tn) - (fvf) _Q(fuTn)+(Tn7Tn) =

= 11413 = 2 "low(f. fano1) + Bi(f, for)] = ao(f, fo) + (Tn, T) =

k=1

n n
n
= || £113 — maoao — 27 Y _(akay + Brbr) + 5043 +7Y (o} + B7) =
k=1 k=1

= 115+ = (20 — a0)® + 7> _[(r — ar)® + (B — bx)’]—

k=1
a% = 2 2
-7 2+;(ak+bk) :

In particular, daca in locul lui 7}, punem S, obtinem:

s
2

2 n
() I = Salg = 1518 — = (; +) +bi>> -

k=1

Comparand cei doi membri ai relatiei (%) rezulta imediat inegalitatea de
la 1).
Din ultima egalitate rezulta ca, oricare ar i n € N,

2 n
a 1 1 1
“ ;U +00) = - I = = - I = Sall3 < - I1£15:

Daca in inegalitatea de mai sus facem n — +o0o obtinem inegalitatea de la
2).
In sfarsit, din inegalitatea de la 2) rezultd ci seria 3.°° (a2 + b2) este

convergenta; deci termenul general tinde la 0 si aceasta conduce la 3). .
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4.4.6 Observatii. (i) Inegalitatea de la 1) arata ca sirul sumelor partiale
pentru seria Fourier asociata lui f aproximeaza cel mai bine in norma f
printre celelalte polinoame trigonometrice. Vom demonstra mai departe ca
de fapt acest gir converge in medie de ordin 2 la f.

(ii) Inegalitatea de la 2) se numeste inegalitatea lui Bessel. Asa cum vom
arata mai departe ea se va transforma de fapt in egalitate.

(iii) Conditia de la 3) se mai poate scrie:

lim f(z) cosnzd\(z) = 0 = lim f(z) sinnxd\(x).

" [_ﬂ'vﬂ'] " [_77771']

4.4.7 Lema. Fie (dy)nen un sir de numere reale definit prin

d, = / cos?™ tdt,¥n € N.

Vn € N,Vz,y € R definim D, (z,y) = i - cos?n LY
Atunci, Vr € (0,7):
1). lim, yy_Jr: Dy (z,y)dx = 1, uniform dupay € [—m +r,m —r].

2). [T Dy(z,y)dz =1,Yn € N,Vy € R.

Demonstratie. Observam ca, Vn > 1,

™
dn, = / cos® L t(sint)'dt = cos® ' tsint|™ _+

—T

+(2n — 1)/ cos? 2 tsin? tdt = (2n — 1)d,_1 — (2n — 1)d,..

Rezulta de aici urmatoarea relatie de recurenta:

_2n—1

d
" 2n

dn_l,Vn 2 1.

Dam valori lui n, in relatia precedentd, de la 1 la un numar m € N*, inmultim
relatiile gasite si obtinem:
(2m — 1! (2m — 1!

(L) dm = 2m)!l do = (2m)!! 2,

unde 2m —1)'=1-3-5-...-2m —1)iar 2m)!! =2-4-6-...- (2m).
Observam acum ci, Vm € N*,
2m—2 2m—1
2 .
@) 2m —1 < 2m
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In inegalitatea (2), ddm lui m valori de la 2 la un numir n € N,
n > 2, arbitrar si Inmultind relatiile obtinem:

3) (2n — 2)!! (2n — 1)
(2n — )N (2n)!!
Amplificand inegalitatea (3) cu %, rezulta:
1 (2n — 1112
4 L P Rl I
@ 2n { (2n)! ]
sau, echivalent:
@n—1I 1
> 2.
(5) SN
Din (1) si (5) rezultd in final inegalitatea:
T
vn
1). Fie acum, Vn € N, I,, = ;f: Dy (z,y)dx. Facem schimbarea de
variabila *5¥ =t si obtinem:
2
9 T 4 T 1 s
I, = /2 cos®™ tdt = /2 cos® tdt = — [dn —4-/2 COSQntdt] =
dn —g dn 0 dn %
=1—— cos®™ tdt
n r

Dar, din (6), rezulta:

4 T
a /T ’ cos?™ tdt

2

4 4
< % cos>" g < ;{ﬁ cos?" %

Deoarece lim,, \/n (cos g)% = 0, obtinem I, — 0 si deci:
y+r
lim Dy (z,y)dx = 1, uniform dupa y € [-7 +r,m —7].
n Jy_r
2). Fie acum n € N gi y € R; atunci:

™

vl

1 [ — 2 [z~
Dy (z,y)dx = / cos LY g = 2 /2 cos?™ tdt.
. 2 4. |

—T

MIE}
ol
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Functia f : R — R, f(t) = cos®"t,Vt € R, este o functie periodica cu pe-
rioada 7. Rezulta ca pe orice interval de lungime egala cu perioada integrala
este aceeasi i astfel:

™

2 (2 | L
Dy (z,y)dx = — cos™ tdt = / cos"tdt = 1.4
dy, —z d

—T n —TT
4.4.8 Lema (L. Fejér). Fie f : [-m, 7] — R o functie continud; atunci,
V[a,b] C (—m,m),

™

[ Dufe)f(a)dr o .

Demonstratie. Functia f este continua pe [—,7|; conform teoremei
lui Weierstrass f este marginita. Astfel, AM > 1 aga fel incat:

(1) |[f(2)] < M,V € [—m, 7]

Functia f, filnd continud pe intervalul inchis §i marginit [—m, 7], este
functie uniform continua (teorema lui Cantor). Rezulta ca, Ve € (0,1),36 >
0 a.i.

(2) F(2) = f(y)] < ~—=,Va,y € [-m,7] cu |z —y| < 6.

4M
Sa consideram [a,b] C (—m,7) un interval arbitrar; putem alege numéarul
pozitiv § din uniforma continuitate suficient de mic astfel incat —m + § <
a<b<m—0 (6§ <min{r + a,7 — b}); atunci 6 € (0,7) si, aplicand lema
4.4.7 cu r = 4, rezulta ca

y+o
lim/ Dy (z,y)dx =1, uniform dupa y € [-7 + J, 7™ — J].
y

nJy_s
Deoarece [a,b] C [—-7 + 0,7 — §],lim,, fyyj; D, (z,y)dx = 1, unifom dupa
y € [a,b]. Deci In. € N a.l.

y+9o

(3)

) Dy (x,y)dx — 1' < &, Vn > ng,Vy € [a, b].
y—

De asemenea, din lema precedenta:
™

(4) Dy (z,y)dx =1, Vn e N, Vy € R.

—T
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Atunci, Vy € [a,b], [y — 6,y + 9] C [—7, 7] i, folosind conditiile (1)—(4),

obtinem:

[ Datens@as = 1| = | [ Datwa 1) - sl as| <
T y—a
< | Da(zy)lf(@) = fWlde= | Dalz,y) (@) +1f(y)]) de+
y+0 g
+ Dy(z,y)|f(z) — f(y)|dz + Dy(z,y) (|f(2)[ + [ f(y)]) dz <
y—0 y+0
OM HD da + — WD devom [ D d
< T T+ — n T, X n\L, x
< . (z,y) + 7 (z,y)dx + s (z,y)
y+0 e y+o
=2M (1 - - Dn(x,y)dx> + YNYi s Dy (z,y)dx <
3 &
Deci [T Dy(x,-)f(x)de — f .

[a.0]
Teorema. Vf € L?([—,n]), seria Fourier asociatd lui f relativ la sis-
temul trigonometric converge in medie de ordin doi la f.
Demonstratie. Vf € L?([-m,7]),Vn > 1,a0 = L [T f(z)dx
an =1 [T f(z)cosnadr, by, = L [T f(x)sinnzdr (definitia 4.4.2).
Fie S,, = a?o 0+ 2221 (akfgk,1 + bkfgk) ,Vn € N*,
IIIl2 f.

Sa aratam ca Sy
[—W 7]

Deoarece C([a, b]) b]) = L%([-m,7]) (vezi teorema 4.2.4), Ve > 0,3g €
C([=m,7]) ad. ||f —gll2 < e. Functia ¢ fiind continua pe [—m, x|, IM > 0
al |g(z)| < M,Vx € [—m, 7).

Fie acum, Vn € N, T}, : [-7, 7] = R,

Tn(y)= | Dulz,y)g(z)de = - cos™" —59(z)dz.

—T n —Tr
Se observa ca, Vy € [—m, ], Vn € N,

1

/ (1 4+ cosxcosy +sinxsiny)"g(z)dz.
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Se poate demonstra usor prin inductie ca, Vn € N,Vk = 0,1,...,n,
dct,dy - R — R, functii continue astfel incat

n
(I4+cosxcosy +sinzsiny)” = Z(cﬁ(a:) cos ky + dj; (z) sin ky),Vx,y € R.
k=0

Atunci, Vn € N,Vy € R,

o = gy 3 (f ctomtone) nivr
g3 ([ s

Notand, Vn € N,Vk =0,1,...,n,

n 1 ™ n . 1 T .

rezulta ca:

Ty = ag fo+ Y _(f fak—1 + Bi fo)-

k=1

Din punctul 1) al teoremei 4.4.5, stim ca, Vn € N,

(%) 1f = Sully < If = Tall < [If = gll2 + lg — Tallo-

Pe de alta parte, din lema 4.4.8, V[a,b] C (—m,7), T, [ ub] p
a?

Rezult# atunci ci |g — T[> —— 0.

[—,7]
Apoi, Vn € N,Vy € R,
T ()| < ffﬂ Dy (z,y)|g(x)|dz < Mffﬂ Dy (z,y)dz = M i deci:

T, — g* < (ITn] + 19)* < (M + M)* = 4M>.

Putem astfel aplica sgirului (]T — \2) teorema convergentei margi-

nite (corolarul 3.3.9); deci 3lim,, f g]2d)\ = 0. Altfel spus T}, w qg.

Utilizand acum relatia (x), rezulta ca limsup,, ||f — Snll2 <€,Ve >0, de

|| ll2
unde S,, — f, ceea ce Incheie demonstratia.
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4.4.9 Corolar (egalitatea Parseval-Liapunov). Fie f € L*([-7,7|) si
fie (an)nen, (bn)nen - coeficientii Fourier ai functiei f relativ la sistemul
trigonometric; atunci:

2 o0
% 1

2 2y _ "
5 +;(an+bn)—ﬂ P,

Demonstratie. Din teorema precedenta, oricare ar fi f € L?([—7,7]),
seria Fourier asociata lui f converge in medie de ordin doi la f. Rezultatul

urmeaza trecand la limita in relatia () din teorema 4.4.5. -

4.4.10 Corolar. 1). Orice functie f € L*([—m,w]) care are toti coeficientii
Fourier nuli este nuld a.p.t.

2). Dacd doud functii f,g € L*([—7,7]) au aceiasi coeficienti Fourier,
atunci f =g a.p.t.

Demonstratie. 1). Daca a, = b, = 0,Vn € N, atunci seria Fourier
asociata are girul sumelor partiale (S,)nen nul.
Deoarece S, w> 1> Sn %> f (vezi 4.1.11); cum, pe de alta parte,
-,

Sh ﬁ 0 rezulta ca f =0 a.p.t. (vezi punctul 1) al teoremei 2.2.4).
—7,T

2). Daca f,g € L*([—m,n]) au aceiasi coeficienti Fourier, atunci f — g

are toti coeficientii nuli si deci, conform punctului 1), f — g =0 a.p.t. -

4.4.11 Exemple.

-1, z <0,
1). Fie f : [-m, 7] = R, f(x) = signz = 0, ==0,
1, =>0.

Evident f € L?([—n,n]). Deoarece f este impara, a, = 0,Vn € N.

m ) _9 "
b, = —- f(x)-smnxd:nzﬁ[(—l) —1].

—T

Egalitatea lui Parseval-Liapunov se scrie

™

o0 1 T
Yoi==-[ fa)dz=2,
n=1 -

de unde
2

> 1 T
2 G P §

n=1
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oo 1 0o 1 1 oo 1 S X
Deoarece ) 7 | -5 = > 7, GroTE T > =1 77> Tezulta ca
o
Z L=
= =—.
n 6
n=1

b, = 0,¥n € N*.

ag =1 [ |a|dz = iar, V0 > 1,a, = 1

4 n=m
Egalitatea Parseval-Liapunov se scrie:

2 & T 2
ag 9 9, 27
2+nz:1an— '/;W.ZU d[E—?,

9 oo 16 1 om
2 1= G s g ) ey =
n=1 n=1

2). Fie functia f : [-m, 7] — R, f(x) = |z|. Deoarece functia este para,

N |~

de unde rezulta

.
N v oo 1 9] 1 1 00 1 S
Tinand cont ca ) 77, -5 =3 7, Gt T 16 > me1 71, rezulta ca
o
S
nt 90
n=1

4.5 Exercitii

1). Fie f, : (0,1] = R, fu(x)
a). (fn) C L2((0,1]).

b). Exista f: (0,1] = R al. f,(z) — f(z),Vx € (0,1].
¢). (fn) nu converge in £2((0,1]) la f.

2). Fie f, g doua functii integrabile Riemann pe [a, b]; sa se arate ca

</abf($)g(x)dx)2 < /ab P (z)dz /abgz(x)dx.

3). Fie f € LY(R), f(z) > 0,Vx € R; aritati ca } ¢ L1(R).

n Aritati c&
= . ratatl ca:
1+ nyz

1

11
Indicatie: Se aplicd inegalitatea lui Holder functiilor f~2, f2 pentrup=q= 3.

4). Fie f:[0,1] = Ry ai. /f € £1([0,1]); sa se arate c&

/[071] Vfd\ < ‘//[0,1] fdA.
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5). Fie f: (0,4+00) = R, f(z) =

Aritati ca f € £1((0,4+00)) \ £2((0,
6). Fie (fn) C LP(A) si f € LP(A) a

+))
A fu 2 f-

[- Hp
Aratati ca f, — f <= [|fallp = | fllp-

Indicatie: Pentru 1mphca§1a <= se va arita intai ci, Va,b € R,Vp > 1, |a+b|P < 2P~ 1(|alP +
|b|P); apoi se va aplica lema lui Fatou sirului g, = 2P~ (|f|? + |fnlP) — |f — ful?-

7). Fiep > 1g= o, (fa)a C £°(A) si ] € L7(4) i Jy Ly .

Aratati ca, oricare ar fi g € LI(A),

/Afn-gd)\—>/Af-gd)\.

8). Fie sirul (fn)n € E4(R) definit prin f, = % X, en]- Aratati ca

fn = 0 dar, oricare ar fi p > 1, (f,), nu converge in medie de ordin p la 0.

=

9). Si se demonstreze urmitoarele proprietiiti in £2(A):

a). |(f, 9 ‘)I < fll2- llgll2; ¥, 9 € L2(A).
b). fn = = (fn,9) = (£,9),Y(fa)n € L7(A), f,g € L(A).
o). |If+ 9||2 HIF—gllE =2 (If13 + gll2). ¥ f. g € L2(A).
d). fJ_gn,VneNglgnﬁgﬁfJ_g
10). Sa se scrie egalitatea Parseval - Liapunov pentru functiile:
-1, z€[-m0),
a). [, 7] = R, f(z) = signz = 0, =0,
1, xe€(0,n].

[

fol=mml =R, f(x) = |zl
c). f:|-m 7] =R, f(x) =22

fol=ma] =R, f(z)

o0
11). Sa se arate ca seria Z

€ (0,7]; cazul particular o = 7.

X[O a}’a

T este convergenta punctual pe [—, 7]

f

dar ea nu poate fi seria Fourler asociatd nici unei functii f € £2([—x, 71]).
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Capitolul 5
Masura in plan si in spatiu

Fie R2=R xR = {(x1,22) : 71,72 € R} si R¥ = R x R x R = {(1, w2, x3) :
x1,x2,r3 € R}; cu operatia de adunare gi inmultire cu scalari reali (operatii
definite pe coordonate) aceste multimi se structureaza ca spatii vectoriale
reale.

Aplicatiile definite prin ||(z1,z2)| = /27 + 23, V(x1, 72) € R? si respec-
tiv ||(z1, 22, 23)|| = /27 + 23 + 22, Y(x1, 29, 23) € R sunt norme pe aceste
spatii, adica verifica proprietatile:

1. |lz|l=0<2=0(0=(0,0)sau 0= (0,0,0)).
2. -zl = |c| - ||z||, Ve € R,Va € R? sau = € R3.
3. Nz +yll <zl + |y, Ve, y € R? sau z,y € R3.

Orice norma pe un spatiu vectorial defineste o metrica pe acest spatiu.
Astfel aplicatia (z,y) — d(z,y) = ||z — y|| va fi 0 metricd pe R? (respectiv
pe R3); ea are urmitoarele proprietiti:

1. dlz,y)=0&z=y.

2. d(z,y) = d(y,x),Vz,y € R? sau z,y € R>.
3. d(z,y) <d(z,2) +d(y,2),Vz,y,z € R? sau z,y, z» € R3.
Fie z € R*(R?) si fie r > 0; multimea S(z,r) = {y € R*(R?) : d(z,y) <
r} se numeste sfera deschisa de centru x si raza r. Mutimea T'(z,r) =
{y € R*(R3) : d(z,y) < r} se numeste sferd inchisa de centru z si razi r.

5.1 Definitia misurii Lebesgue in R? si in R®

5.1.1 Definitie. O multime D C R? (R?) este deschisi dacd D = ) sau
daca D # () i, oricare ar fi z € D, exista r > 0 al. S(z,r) C D.

O multime F C R? (R?) este inchisa daca complementara sa F° este
deschisa.

115
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Familia multimilor deschise se numeste topologia uzuali a lui R? (R3);

ea se noteazi cu 72 (73). Familia multimilor inchise se noteazd cu F2 (F3).
u u

Urmatoarea propozitie se demonstreaza apeland la definitia precedenta.

5.1.2 Propozitie. Topologia uzuald are urmatorele proprietati:
(i) Oricare ar fi D,G € 72 (13),DNG € 12 (7).

u
(ii) Oricare ar fi {D; :i € I} C 72 (12), Uicr Di € 2 (12).
(iii) R? (R®) € 72 (12),0 € 72 (12).
Familia multimilor inchise are urmdtorele proprietati duale:

(i")  Oricare ar fi F,H € F* (F3),FUH € F* (F3).
(i7')  Oricare ar fi {F; :i € I} C F? (-7:3)7mig1Fz‘ € F? (-7:3)'
(i) R? (R3) € F? (F3),0 € F? (F3).

5.1.3 Definitie. O multime V' C R? (R3) este vecindtate pentru punctul
r € R? (R3) dacd existd » > 0 ai. S(z,7) € V. Notim cu V(z) familia
tuturor vecinatatilor lui z.

Un punct z € R? (R3) este aderent multimii A C R? (R3) daca orice
vecinatate V a lui x intalnegte A (VN A # () sau, echivalent, daca orice sfera
deschisa S(x,r) intalneste A. Notim cu A multimea punctelor aderente ale
lui A si 0 numim aderenta sau inchiderea multimii A.

Un punct z € R? (R3) este interior multimii A C R? (R?) daca A este
vecinatate a lui . Notam cu A° multimea punctelor interioare ale lui A si
o numim interiorul multimii A.

A CR? (R3) este marginitd daci existd r > 0 ai. A C S(0,7).

Un sir (z,), € R? (R?) converge la z € R? (R?) daca |z, — x| — 0.

O multime K C R? (R?) este compacti daci este marginitd si inchisa.

5.1.4 Observatii. (i) v € A< 3(z,)n C A, 2, — T

(ii) F este inchisd daci si numai daci F = F.

(i) Fie (2n)n € R% 2, = (27, 25), oricare ar fin € Nsi fie z = (21, 29) €
R2. Atunci z,, — = < ! — x5l xf — xa.
O caracterizare similard are loc si pentru convergenta in R3.

(iv) O multime K C R? (R?) este compacti daci si numai daca orice sir
de puncte din K are un subsir convergent la un punct din K.

(v) O multime K C R? (R?) este compacti dacd si numai dacid din orice
acoperire a sa cu multimi deschise se poate extrage o subacoperire finita.

5.1.5 Definitie. Fie z = (z1,22),y = (y1,72) € R?; atunci z < y daci si
numai daca x1 < y1 si z2 < yo. Aceasta este o relatie de partiala ordine pe
R? (nu orice dou elemente din R? pot fi comparate).
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Daca x = (z1,22) < y = (y1,y2) vom defini intervalul deschis bidi-
mensional

I =]z, y[=]z1, y1[x]22, y2[= {(21, 22) € R*:2) <2 <y1,22 < 29 < Y2}

1
L ;
o) T Y1

In figura de mai sus se observi ci intervalul I este interiorul unui drep-
tunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate.

Vom nota cu I(RQ), sau cu Z dacé nu este pericol de confuzie, familia
intervalelor deschise; evident Z C 72.

Se pot de asemenea defini intervalele inchise [z, y| = [x1,y1] X [z2, y2];
orice interval inchis este multime Inchisa.

Putem defini si celelalte tipuri de intervale, marcate generic cu J =
|z, y| = |z1,y1] X |2, y2| (bara verticala poate fi o paranteza inchisa sau una
deschisd). Vom nota cu J(R?), sau cu J daci nu este pericol de confuzie,
familia tuturor intervalelor din R2.

In plan vom considera numai intervale bidimensionale marginite !

Pentru orice interval J = |x,y| = |x1,y1| X |z2,y2| € J vom spune ca
|J| = (y1 — x1) - (y2 — x2) este masura sa; |J| este aria dreptunghiului J.

Oricare ar fi J = |z1,y1| X |z2,y2| € J si oricare ar fi z = (z1,22) € R2,
z+J =1+ 21,91 + 21| X |2 + 22,y2 + 22| € T este translatul lui J cu z;
este evident ca |z + J| = |J|.

In R3 se defineste similar o relatie de partiala ordine. De asemenea se pot
defini intervalele tridimensionale (acestea vor fi paralelipipede cu muchiile
paralele cu axele de coordonate). Masura unui astfel de interval va fi volumul
paralelipipedului. Observam de asemenea ca translatul unui interval este tot
un interval de acelasi tip si cA masura este invarianta la translatii.

In cele ce urmeazi vom prezenta constructia masurii Lebesgue in R?;
notiunile si rezultatele se pot adapta cu usurintd pentru R3.
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Metoda de constructie a masurii pe R? urmeazi aceeasi pasi ca in cazul
lui R: se va defini masura multimilor deschise, se va construi apoi masura
exterioars in plan si se vor defini multimile misurabile Lebesgue in R?.

Sa ne reamintim ca, in definitia masurii multimilor deschise in R, un rol
principal l-a jucat teorema de structura a multimilor deschise: orice multime
deschisa din (IR, 7,,) se scrie unic ca o reuniune de intervale deschise disjuncte
(teorema 1.1.3).

In R? nu mai avem o asemenea reprezentare; totusi putem da o teorems
de reprezentare a multimilor deschise ca reuniuni de intervale (bidimension-
ale) inchise fara puncte interioare comune (o teorema similara am dat si in
cazul lui R, teorema 1.1.8).

Pentru a putea demonstra un astfel de rezultat avem nevoie de cateva
leme ajutatoare.

5.1.6 Lema. Fie Ji,Jo,...,J, € J asa fel incit J = Jj_,Jp € T si
JeNJP =0, oricare ar fi k # 1; atunci |J| = >3y |Jkl-

Demonstratie. Fie Jy, Jo, ..., J, € J intervale bidimensionale arbitrare
cu interioare disjuncte doua cate doua asa fel Incat reuniunea lor, J, este
tot interval. Oricare ar fi k € {1,...,n}, prelungim laturile dreptunghiului
Jir pana la frontiera lui J. Obtinem astfel o noud impartire a lui J in
dreptunghiuri Ky, ..., K, si o partitie Ny,..., N, a multimii {1,...,m} a.i.
Jr = Ujen, K;. Sa presupunem ca J = |a,b| X |c, d|; punctele de intersectie
ale prelungirilor laturilor intervalelor cu laturile lui J vor determina doua
divizaria =ap < a1 < ... <ay=bsic=c¢ < <..<cg=d(m=p-q).
Atunci

qg—1
|[J|=(b—a) - (d—c)= ZCJH*CJ
7=0
p—1qg—1 m
= (aip1 — ;) - (cjr1 —¢) = Y| Kil.
i=0 j=0 =1

In mod asemiinitor se arati ci, oricare ar fi k € {1,...,n}, |Ji| = > ieny, [Kil-
Rezulta ca
m
!J|:Z\Kz!=ZZ\K!—ZIJk\ .
=1 k=11i€N,

In figura de mai jos am imaginat un model posibil pentru situatia din
lema precedenta.
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Intervalele delimitate de linii continue sunt intervalele Ji (dreptunghiul
mare este J). Cu linii punctate au fost marcate prelungirile laturilor inter-
valelor Jg. Astfel J = UJ_,Jk, N1 = {1,4}, N2 = {2,5}, N3 = {3}, Ny =
{77 8}’N5 = {9}

Conform acestei partitii a multimii {1,...,5}, J1 = K; U Ky, Jo = Ko U
Ks,J3=Ks,J; = K7 UKg si J; = Kg U Ky.

c3=d i Ja Js
K~ | Ky Ko
Co L .
J1 Ja
K4 K5 K@
[ I e Tl
J3
K4 Ko K3
Cc = Co
a = ap ay a az = b

5.1.7 Lema. Fie Jy,....,Jp € J a.i. J=i_, Jp € J; atunci

EEDPA
k=1

Demonstratie. De aceasta data intervalele in discutie nu mai au inte-
rioarele disjuncte doud cate doua. Procedam la fel ca in demonstratia lemei
precedente prelungind laturile intervalelor J si obtinem o noua impartire
alui J: J =~ K; st {N1,..., Ny} o acoperire (si nu partitie !) a lui
{1,...,m} al Jp = Uen, K. Atunci

=) 1Kl <) > 1K= |l .
=1 k=1

k=1i€Ny

5.1.8 Lema. Fie Jy,...,J,, K1, ...,Kp € J a.i. U?:l J; C U?:l Kj.
Daca J? (" JP =0, oricare ar fi i # 1, atunci

n p
Do <Y 1K
=1 j=1
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Demonstratie. Fie L;; = J;(K; € J; atunci, oricare ar fi i # [, L;;
si Lj; nu au puncte interioare comune si sunt incluse in K;. Rezulta ca
Sy |Lij| < |Kj|, oricare ar fi j = 1,...,p, de unde

ZZ!LU\ —ZZILUI < Z\K ]

J=11i=1 i=1 j=1

Dar J; = Uﬁ.’:l L;j si atunci, din lema 5.1.7, |J;| < Z§:1 |L;j| de unde

Z|J|<ZZILm<Z\KI "

=1 j=1

5.1.9 Lema. Fie (Jp)n si (Kp)p doud siruri de intervale inchise astfel
incat \ Uyl ) Jn C Uy K. Daca J; (Jg, =0, oricare ar fi n # m, atunci

00 00
Dol <D Kl
n=1 m=1

Demonstratie. Sa presupunem cad Yy ooy [ Jn| > Doy | K. Atunci
exista N € Ngi e > 0 al Enzl | Jn| > >0 | |Km| + €. Oricare ar fi
m € N*, fie I,;, un interval deschis a.il. K, C L, si |In| < |[Kn| + 2%

Multimea C = Uivﬂ Jpn este compactd (marginita si inchisa) si C C
Upo_i Im, deci {I,, : m € N*} formeazi o acoperire deschisa a mutimii
compacte C; din aceasta acoperire cu deschisi putem extrage o subacoperire
finitd. Rezultd ca existd M € N* ai CcUM_ | I,

Atunci U 1Jn C U m; putem atunci folosi lema 5.1.8 de unde
rezulta ca

N M 00 00
Dol <Yl <37 1l < D | Kol + 6,
n=1 m=1 m=1 m=1

ceea ce contrazice alegerea lui €. -

5.1.10 Teorema. Orice multime deschisd si nevidd D € 72 se poate re-
prezenta ca o reuniune a unui sir de intervale inchise fara puncte interioare
comune.

Daca D = UpZy Jn = Upy=1 Km, cu J;NJy =0,Yn #p si Ky, N Kp =
0,¥Ym # q, sunt doud asemenea reprezentdri atunci

n=1 m=1
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Demonstratie. Fie D € 72, D # ().

Pentru n = 0 consideram reteaua de drepte din plan paralele cu axele
de coordonate ce trec prin punct intregi: ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...; vom
nota cu Jy reuniunea patratelor ‘inchise de latura 1 astfel create cara sunt
incluse in D. Deci Jy C D si D \ Jy nu contine patrate de acesta forma.

Pentru n = 1 consideram reteaua de drepte paralele cu axele de coor-
donate care trec prin puncte de forma %, k € Z; fie J; reuniunea patratelor
inchise create de latura % care sunt incluse in D si au interioare disjuncte
de J().

La pasul n se considera reteaua de drepte paralele cu axele de coordonate

care trec prin puncte de forma on’ k € Z; fie J, reuniunea patratelor inchise

o . o . . . .. -1
de latura 2% care sunt incluse in D gi care au interioare disjuncte de |/~ J;.

Vom continua aceasta constructie inductiv.

Atunci ;7 ; J,, este o reuniune de patrate inchise cu interioare disjuncte
‘si U~y Jn C D.

Oricare ar fi z € D, exista € > 0 a.l. patratul P cu centrul in « de latura
2¢ este inclus in D; atunci exista un cub inchis de latura 2%, (obtinut in
reteaua 2%) ce contine zx si este continut In P. Acest cub este sau continut
in una dintre multimile J,,,n < N, sau este unul dintre cuburile ce constitue
multimea Jy. Rezulta de aici ca = € |Jo2 | Jp, ‘si deci D = ;2 Jp.

In cazul in care D admite doud asemenea reprezentari D = Jo2 | Jp, =
Unm=1 Km, cu JoNJg =0,¥n # psi K, N K7 = 0,¥m # ¢, atunci, conform
lemei 5.1.9, D07 |Jn| < Do (|1 K| st Yoo 1 [Km| < D> oor i |Jn| de unde
rezulta egalitatea ceruta. -

5.1.11 Definitie. Intervalele bidimensionale inchise de forma

k k+1 I 1+4+1
o on | o Tan |
unde k,! sunt numere intregi si n € N, se numesc intervale diadice.
Rezulta din demonstratia teoremei 5.1.10 ca orice multime deschisa ne-

vida se poate reprezenta ca o reuniune numarabila de intervale diadice fara
puncte interioare comune.

5.1.12 Propozitie. Daca doud intervale diadice Ji si Jo au un punct
interior comun atunct J1 C Jo sau Jo C Jj.

Demonstratie. Fie n,m € N cu n < m, fie ki,l1,ko,lo € Z si fie

k1 ki+1 I L+1 . ko ko+1 loa la+1 .
To= [ A (g Bt s = 4 B [, B sia = (mm) €
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JTNJs.
Vom arata ca Jy C Jj. Tntr—adevér, din faptul ca x este punct interior pentru
ambele intervale rezulta ca
ko ko+1 . 2M "k kq < ki+1 QMmN Lk 4 2M T
i = .

gm STUS Tom T T on STS T om

Rezulta ca
ko < 2™k +2MT" 61 2™ Lk < ko + 1 sau
kg +1<2MM .k 42T G 9MTN < oy
Oricare ar fi y = (y1,y2) € J2 rezulta din inegalitatile precedente

kq AL ] ko < ko +1 < QM= L |y 4 2T . k1 +1

gn = gm Som SYIS g S om on

Cu un rationament similar se arata ca é% <y < ll;,; de unde rezulta ca
y € J1. Deci Jy C Jj.
Daca m < n se obtine J; C Js. -
Putem acum si dim definitia masurii multimilor deschise in R2.

5.1.13 Definitie. Fie D € 72; daca D = () atunci vom defini u(D) =
0. Daca D # ) atunci, din teorema 5.1.10, D = |J;2 | J,, unde .J,, sunt
intervale inchise bidimensionale fara puncte interioare comune. Vom numi o
astfel de scriere o reprezentare a multimii deschise D. Vom defini atunci
w(D) =307 |Jn] si 0 vom numi mAsura multimii deschise D.

Definitia este consistenta deoarece, utilizand din nou teorema 5.1.10,
suma de mai sus nu depinde de reprezentarea multimii D ca reuniune nu-
marabila de intervale inchise cu interioare disjuncte.

Am definit astfel o aplicatie 1 : 72 — R ; in teorema urmitoare vom da
cateva dintre proprietatile masurii multimilor deschise.

5.1.14 Teorema.

1. u®) =0,uR?) = +oo

x+ D) = u(D),Vx € R,¥D € 72.

D) < u(G),¥YD,G €712 cuDCQG.

U, D) = 320% (D), ¥(Dy)n € 72, Dy, N Dy, = 0,0 £ m.
Unzi Dn) < 3021 (D), ¥(Dn)n C 7.

w N

[N
N’ N e e N N
NN N N S

(=)
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Demonstratie. 1). R? admite urmitoarea reprezentare ca reuniune de
patrate inchise fara puncte interioare comune:

R* = J [(k,0), (k+ 1,1+ 1)].
kleZ

Rezulti cd masura lui R? este o suma infinitd de 1 (aria acestor patrate) si
deci este +o0.

2). Daca D = |J,2; Jn atunci z + D = |J,2;(z + J,); observam c4,
deoarece J, sunt intervale inchise fara puncte interioare comune la fel sunt si
intervalele z+.J,,. Rezultd c& p(z+D) = > 07 | |e+Jn| = > 02y |Jn| = u(D).

3). Fie D = U, Jnsi G = U, _y Ky reprezentari ale multimilor
deschise D si G. Deoarece D C G, putem utiliza lema 5.1.9 si obtinem
WD) = Y5, 1l < 50 [ Kol = ().

4). Pentru orice n € N*, fie D,, = |Jp—; JJ' o reprezentare a multimii
deschise D,,. Multimea D = |J;; D,, este deschisa si D = {J,—; Up—y I/
este o reprezentare a ei. intr-adevér, Ji sunt intervale inchise; doud astfel
de intervale distincte J;' si J;" nu au puncte interioare comune deoarece,
dacad m # n atunci J! N JJ" = 0 (sunt incluse in multimile disjuncte D, si
D,,) iar daca m = n atunci k # [ si deci, cum J}! i J* intra in reprezentarea
lui D, nu au puncte interioare comune. Rezulta ca

o0

=D > =) w(Dn).

n=1k=1 n=1

5). Fie D = |J;2, Ji o reprezentare a multimii deschise D = |J;2, Dy,
si, pentru orice n € N*, fie D,, = (2, J}! o reprezentare a multimii deschise
D,,. Deoarece | o J; € Un2; Ure; JjF, putem folosi lema 5.1.9 si obtinem:

w(D) =" |l SZZ => (D
n=1

k=1 n=1k=1

6). Fie I =]z,yl€ T C 72 unde © = (x1,22) si y = (y1,%2); atunci
I =)x1,y1[x]z2, y2[. S& consideram sirurile: 27 | z1,y" Ty ad. 2§ < ¥ si
sirurile 25 | 2,98 1 y2 ad. 29 < v9. Atunci intervalele deschise |z1, 1] si
]z, Y[ se pot scrie ca reuniuni numarabile de intervale inchise:

o

o
Jor,yi[= [, 9010 (e 20 o | o v s
n=0 m=0
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o0 o0

+1 +1

Jwo, yol= (23, y9) U [ J[257, 2Bl U (s, w4,
p=0 q=0

deci produsul lor cartezian va fi o reuniune numarabila de intervale bidimen-
sionale Inchise fara puncte interioare comune:

I = ([, 9] x [29, y9]) U

[e.9]

1 1
uU (12, 98) x 2528 ) U U (10, o) x 8™ U
q=0
o0
uU 21 2f] x B8 U | (leh et x [ af]) U
n,p=0
e}
U U (et at x g g ™) U U (w1 < a8 U
n,q=0 m=0
o0 oo
1 1
U U (yl 7y’£n+1] [ 127+ ’xlz)]> U U ([yl 7y’in+1] [927?/g+ ]) .
m,p=0 m,q=0

Aceasta fiind reprezentarea multimii deschise I, (1) va fi suma ariilor drep-
tunghiurilor inchise componente. Daca tinem cont ca

oo oo

n n+ly _ .0 m+1 my __ 0
Z(xl_xl )—xl—mlaZ(% - =y -y,
n=0 m=0
o0

D p+1 q+1 q 0
Z(% xy ) =ay — w2 8 Z =Y2— Y2,
p=0

rezulta dupa un calcul simplu ca

p(I) = (y1 —21) - (y2 — 22) = |I]. .

Odata definitda masura pentru multimile deschise, vom proceda in con-
tinuare ca in cazul lui R; vom defini masura exterioara Lebesgue 1n plan si
apoi vom introduce si studia multimile masurabile si masura Lebesgue in
plan. Deoarece demonstratiile sunt identice ne vom limita la prezentarea
principalelor definitii si rezultate privitoare la misura Lebesgue in R2.

5.1.15 Definitie. Aplicatia p* : P(R?) — R, definita prin
p*(E) =inf{u(D): D € 72, E C D},VE C R?

se numeste masura exterioara Lebesgue in plan.
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Masura exterioara are urmatoarele proprietati:

5.1.16 Teorema.

5.1.17 Observatii. (i) p*(D) = u(D),VD € 72.
(ii) p*({z}) = 0,Vx € R
(iii) p*(J) = |J|,VJ € TJ.
(lV) (Uk 1Ek) < Zk 1 (Ek> Vn € N* JVE, - E, € P(R2>
(v) p*(z + E) = p*(E),Vz € R, VE C R2.

5.1.18 Definitie. O multime F C R? este neglijabild in sens Lebesgue
sau de masura nula daca p*(E) = 0.

Tinand cont de definitie, E este neglijabila in sens Lebesgue daca si
numai dacé, pentru orice € > 0, exista un sir de intervale inchise fara puncte
interioare comune (Jy,)n a.i. E CUp" g Jn 1Y e |Jn] < €.

5.1.19 Definitie. O multime E C R? este masurabila (in sens Lebesgue)
daci, Ve > 0,3D € 72 astfel incat E C D si p*(D\ E) < e.

Fie £(R?) = £? clasa multimilor misurabile Lebesgue pe R? si fie p =
,LL*|£(R2); p se va numi masura Lebesgue pe R2.

Daca F € £2, vom nota cu L*(E) = {F C E : F € £*}, familia submul-
timilor masurabile ale lui F.

Se poate cu usurintd demonstra ca E € £2 daca si numai daci, pentru
orice ¢ > 0, exista F=F CECDe72ai u(D\F)<e.

5.1.20 Observatii. 1). 72 C £2. Rezultd de aici ci p este prelungirea
masurii multimilor deschise si astfel notatia facuta nu conduce la confuzii.
2). VECR? cu p*(E)=0,F € L2
3). Y(En)n C L2 B, € L2
4). Oricare ar fi F € L’2 cu u(FE) = 0 si oricare ar i F C E, F € L2
5). Orice interval J € J este multime masurabila si u(J) = |J].

Rezults cii £2 este o o-algebra pe R? si ci u este o misura complets pe
L2, Astfel y1 va avea toate proprietitile unei masuri (vezi teorema 1.4.7).

In finalul acestui paragraf vom da doua rezultate in care se arata cum
poate fi calculatd mésura unei multimi din £2 cu ajutorul mésurii Lebesgue
din R.
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5.1.21 Teorema.
Fie A, B € L(R); atunci A x B € L(R?) si u(A x B) = A(A) - \(B).

Demonstratie.
1). Vom presupune pentru inceput ca A\(A) < +oo gi A(B) < +oc.
a). Daca A si B sunt intervale, atunci, din punctul 5) al obsevatiei 5.1.20,

Ax BeJ([R) s u(Ax B) = |Ax B| = |A|-|B| = A(A) - \(B).

b). Fie acum A,B € 7,; atunci, conform teoremei de structura a
multimilor deschise in R (teorema 1.1.3), A = U2, I, si B = Uyo_; Im,
unde (1) n, (Jm)m sunt siruri de intervale deschise, disjuncte doua cate doua.

AX B = UpUp, (In X Jp,) 1, deoarece I, X J,, sunt intervale bidimensionale
deschise si disjuncte doua cate doua,

WA X B) = 3 |L % Jul = 3 Ll - | Tl = A(A) - A(B).

c). Fie acum cazul general, A, B € L(R). Folosind caracterizarea data
in exercitiul 12) din 1.5, oricare ar fi € > 0 exista Fy, F» inchise si D1, Dy
deschisein R a.1. I} C A - Dl, Fy C BC Dy §i /\(Dl\Fl) <eéq, )\(DQ\FQ) <
€9, unde 1 = min{1, m} iar e9 = min{1, m} Atunci I x Iy
este inchisd, D x Dj este deschisd in R? §i Fy x Fy C Ax B C D; x Ds.
Deoarece (Dl X Dg) \ (Fl X FQ) - [(Dl \Fl) X Dg] U[Dl X (DQ\FQ)], obginem

u[(D1 x Do) \ (F1 x F2)] < p[(D1\ F1) X Do} + p[Dy x (D2 \ F2)] =

<er-(MB) te2) +ea- (MA) +e1) <5+

= )\(Dl \ Fl) . )\(Dg) =+ )\(D1> . )\(DQ \ FQ) <é€q- )\(DQ) + )\(Dl) cE9 <
—
2

| ™

Rezulta de aici ci A x B € L(R?).

Pe de o parte u(A x B) < pu(D1 x D) = X(D7) - AM(D2) < (MA) +¢1) -
(A(B) +e2) =AA) - A(B)+e1-A(B) +e2-AMA) =e3 < AA) - A\(B) +¢.

Pe de alta parte u(A x B) > u(Fy x Fy) = pu(Dy x Da) — pu((Dy x Da) \
(Fi % F2)) > A(D1) - X(Da) — &5 > A(A) - A(B) — £ > A(4) - \(B) — e.

Cum ¢ este arbitrar, rezulta ca u(A x B) = A(A) - A(B).

2). Sa consideram acum cazul in care A sau B pot avea gi masura +o00.
Oricare ar i n € N, fie A, = AN[-n,n| si B, = BN [-n,n|. Atunci
A=y gAn B=U,_yBn, de unde A x B =J,;2 (A, x By). Deoarece
A, si B, au misurd finitd, rezultd din punctul 1) ci A, x B, € L(R?),
oricare ar fi n € N; deci A x B € L(R?).
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Sirurile (Ay,)y si (Bp)n sunt crescatoare si la fel este si sirul (A4, X Byp)n;
folosind proprietatea de continuitate a oricarei masuri pe giruri ascendente
(vezi proprietatea 6) din teorema 1.4.7) si punctul 1), rezulta

u(A x B) = lizn w(Ap X By) = liTrln AAy) - A(Bn) = A(A4) - X(B).

Oricare ar fi E C R? gi oricare z,y € R, vom nota cu
E, ={y eR: (z,y) € E},
sectiunea lui E prin z si cu
EY={x€eR:(z,y) € E},
sectiunea lui F prin a doua variabila y.

5.1.22 Teoremi. Fie E € L(R?); aproape pentru orice x € R, E, € L(R).
Functia x — A(E,) este pozitiva gi masurabila pe R gi

W(B) = [ ME)Az).

Demonstratie. 1). Vom trata intai cazul in care E este o multime
marginita.
a). Fie E = [a,b] x [c,d] un interval inchis din R%. Oricare ar fi z €
_ 0z ¢lab] : _ "
R, E, = { e.d] .z € [ab) € L(R) si AM(Eg) =(d—c¢)- X(a, 1) (). Rezulta
ca x — A(E;) este o functie masurabila si

/ AMEz)dN(z) = / (d—c)dA=(b—a)-(d—c)=pu(A).
R

[a,b]

b). Fie acum E € 72; conform teoremei de structurd a multimilor de-
schise in plan (teorema 5.1.10), E = J,, J", unde J" sunt intervale bidi-
mensionale inchise cu interioarele disjuncte doua cate doua. Oricare ar fi
r eR, E; =Jo2, J Deoarece J? sunt intervale inchise in R, rezulta c&
E, este multime boreliana in R si deci E, € L(R).

Intervalele J? au in comun cel mult cate un punct si atunci A(E,) =
Yool A(JR) (vezi teorema 1.1.8). Atunci functia  — A(E;) este limita
punctuald a sirului de functii  — Y ;_; A(J?); conform punctului a) acesta
este un gir de functii masurabile si atunci limita sa punctuala este masurabila
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(vezi punctul 5) al teoremei 2.1.11). Folosim acum teorema lui Beppo Levi
(corolarul 3.1.9) si punctul a) si obtinem

/R Z/ AJ™)dA(z ZN

¢). Fie acum E o multime inchisi in R?. Deoarece E este mirginita,
existd un interval deschis I =]a,b[x]c,d[C R* ai. E C I. Multimea
D = I\ E este deschisa si u(F) = pu(I) — M(D). Din punetul b) ( ) =
Jr MDz)dA(z) = [g[AIz) — MEy)]dA(x) = (b —a) — Jg Al
Rezultd ci u(E) = p(I) — p(D) = [ MEz)dA(z).

d). Fie acum F € £(R?) o multime mirginita oarecare si fie 0 < § < 1
arbitrar.
e Din caracterizarea mentionats dup# definitia 5.1.19, exista D' deschisa si
Flinchisd ai. F' C E C D'si u(D'\ F') < £-6% Multimea U! = D'\ F!
este deschisa si atunci, folosind punctul b), obtinem

w(Uh) = / MNUDHdA(x) < Lo
R 4

Vom demonstra, prin reducere la absurd, ca exista o multime E1 € L(R) a.
{reR: AU} >L1-6} CE)siNE)) < 1.6 Intr-adevir, daci nu ar fi asa,
atunci multimea F; = {x € R: \(U}) > % -0} ar avea mésura A\(Ey) > 3 -0
si atunci

S8NEy) > =62,

N =
.Jk\»—l

1 1
WUt > [E AUDA) 2

ceea ce reprezinta o contradictie.
e Fie acum D? deschisa si F? inchisé al F?2C EC D?siu(D*\F?) < 1 52,
Notdm cu U? = D%\ F? € 72; la fel ca in aliniatul precedent demonstram
cd exista B € L(R) a.di. {x ¢ R: \U2) > 21 6} C E9 si M(E9) < 21 - 0.

Continuam inductiv acest rationament.
o Fie D deschisd si F' inchisa a.i. F* C E C D' si u(D'\ F') < 4 - 6%
multimea U? = D?\ F' este deschisa si, la fel ca mai sus, exista Y € L(R)
al {x eR: \NUL) > 5 - 6} C E? si M(E?) < 3 - 0.

Fie acum Nj = [J5°, E?; atunci A(Nj) < 4.

Deoarece § este arbltrar pozitiv, il facem sa parcurga multimea {% :
n € N*} si notdm N = (02, Ni; atunci A(NV) < AM(N1) < 1 oricare ar fi
n € N*. Deci A(N) = 0. ! !

1
Fie acum z € R\ N; atunci existd n € N* a.i. z € R\N1 =2, (R\E").
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1
. coe s A 11 . = i
Oricare ar fi ¢ > 0 exista i a.i. 5 - < ¢; deoarece x ¢ E*, \(Uy) <
1.1
27 <&

Am demonstrat astfel ca, pentru orice z € R\ N si pentru orice € > 0
existd F! inchisd si D! deschisa in R ai. F! C E, C D% si \(DL\ F!) < e.
Aceasta inseamna ca E, € L(R), oricare ar fi x € R\ N. Deci E, € L(R)
a.p.t. x € R.

Functia z — A(E;) este deci bine definita pe R (in punctele lui N con-
venim si dim acestei functii valoarea 0). In plus, A(E,) = lim; s A(D?);
astfel functia de mai sus este limita unui gir de functii méasurabile (vezi
punctul b)) si deci este masurabila i pozitiva.

Deoarece \(F!) < M\(E;) < M\(D%), oricare ar fi z € R si 4, putem folosi
punctele b) si ¢) pentru a obtine:

p(F) = [ MF)aN@) < [ ME)dAz) < [ NDDaAe) = (D) <

E

o .82, oricare ar fi i € N* i

< p(F*) +
) 4 , 1
w(F*) < pw(E) < pu(D') < u(F*) 4+ i 62, oricare ar fi i € N*.
Rezulta ca

1 .
< — .62, oricare ar fi i € N*

uE) - [ MBI <

deci p(E) = [5 M(Ey)dA(x).

2). Daca F nu este marginita atunci, oricare ar fi n € N consideram
multimile masurabile si marginite E" = E N ([—n,n] x [-n,n]).

Conform punctului 1),

(%) w(E™) = / AN EY)dA(z), oricare ar fi n € N.
R
Observam ca sirul (E™),, este crescator si deci u(F) = lim,, u(E"™).

Pe de alta parte, sirul de functii = — A(EY) este de asemenea crescator si,
conform teoremei convergentei monotone,

/ A(E,)dA(x) = lim / AE™) ().
R R

Concluzia teoremei o obtinem trecand la limita in relatia (x).
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5.1.23 Observatii. (i) In general, nu toate sectiunile unei multimi misu-
rabile din R? sunt misurabile in R. S& considerim de exemplu o multime
N C R ne-masurabila Lebesgue (in comentariul ficut dupa corolarul 1.4.9
am justificat existenta unor astfel de multimi) si fie £ = {0} x N C R
E C {0} xR si u({0} x R) = 0 (vezi exercitiul 1) de la 5.4). Deoarece
mésura p este completi, E € £(R?). Sectiunea prin 0 a acestei multimi este
FEy = N si deci nu este masurabila in R.
(ii) Se arata similar ca

u(B) = [ AENIAG).

(iii) Formula de calcul data in teorema precedentad permite si o demon-

stratie rapida a principiului lui Cavalieri in plan:
Fie E,F C R?, a.i. orice dreaptd paraleld cu o directie fizd le intersecteazd
dupa multimi liniare de aceeasi “lungime”; atunci E si F' au aceeasi “arie”.
intr—adevér, daca presupunem ca directia fixa este data de axa Oy, atunci
din ipoteza principiului rezulta ca A(E,) = A(F}), oricare ar fi x € R (aici
am presupus ca multimile sunt masurabile Lebesgue si ca “lungimea” este
asimilata cu masura din R). Teorema precedenta ne asigura ca u(E) = u(F)
si, daca “aria” unei multimi plane este masura ei, aceasta este concluzia
principiului.

(iv) Procedeul de constructie a misurii Lebesgue pe R? se poate adapta
cu usurintd pentru R3 (si mai general pentru R",n > 1). Astfel, se poate
construi o-algebra submultimilor masurabile in R?, £(R?) = £3 si o mésura
completa, 0, pe aceastd o-algebrd, masura care are toate proprietéitile ma-
surii Lebesgue pe R?. Pentru orice M € £3 si pentru orice € R, putem
defini sectiunea lui M prin z:

M, ={(y,2) €ER?: (x,y,2) € M} € L(R?).

Se poate demonstra la fel ca in R? ci, A-a.p.t. = € R, M, € £L(R?); functia
x +— p(M,) estev masurabila si pozitiva si are loc formula:

wa34MMawu>

(v) Formula de calcul data la punctul precedent permite o demonstratie
rapida a principiului lui Cavalieri in spatiu:
Fie M, N C R3, a.i. orice plan paralel cu un plan fix le intersecteazd dupd
multimi plane de aceeast “arie”; atunci M st N au acelasi “volum”™.
intr—adevér, daca presupunem ca planul fix este planul yOz, atunci din



5.2. INTEGRAREA IN RAPORT CU MASURA PRODUS 131

ipoteza principiului rezulta ca pu(M,) = u(N), oricare ar fi z € R (aici am
presupus ca multimile sunt masurabile Lebesgue gi ca “aria” este asimilata
cu mésura din R?). Teorema precedenti ne asigura ca 0(M) = 6(N) si, daci
“volumul” unei multimi din spatiu este masura ei, aceasta este concluzia
principiului.

5.2 Integrarea in raport cu masura produs
Am construit in paragraful precedent misura completa u : £(R?) — R..

5.2.1 Definitie. Fie E € L(R?) si f : E — R; functia de doui variabile
f se numegte p-masurabila pe F, sau pur si simplu masurabila daca,
oricare ar fi a € R,

fH(=00,a) = {(z,y) € E: f(z,y) < a} € L(R?).

Vom nota cu £(F) multimea functiilor masurabile pe E si cu £4(F) sub-
multimea functiilor masurabile gi pozitive.

La fel ca in cazul unidimensional, se poate ardta ca L(E) se poate organiza,
fata de operatiile obignuite de adunare si inmultire cu scalari, ca un spatiu
vectorial real ce contine C(F) - multimea functiilor reale continue pe E.

5.2.2 Definitie. O functie f : E — R este etajata pe E daca ia un numar
finit de valori pe submultimi masurabile ale lui F, deci daca este de forma
f=3r kX, » unde {Ei,---,E,} formeaza o partitie a masurabila a
e 1, (z,y) € Ej,
multimii F si Xg, (z,y) = { 0. Ex,yi € E\ By
Vom nota £(F) multimea functiilor etajate pe E si vom observa ca
E(E) C L(E).

Putem defini limita p-a.p.t. a unui sir de functii masurabile gi putem
demonstra ca aceasta este o functie masurabila. De asemenea compunerea
dintre o functie continua gi una masurabild este masurabila.

Ca gi in cazul lui R, se pot defini convergenta aproape uniforma si conver-
genta in masura; relatiile intre acestea si convergenta in a.p.t. sunt aceleagi
ca in cazul unidimensional.

Functioneaza, ca gi in cazul unidimensional, teorema lui Riesz (orice gir
convergent in masura admite un subsir convergent aproape uniform) si teo-
rema lui Egorov (convergenta a.p.t. pe multimi de masura finita antreneaza
convergenta aproape uniforma).
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Putem, de asemenea, prezenta o teorema de aproximare a functiilor ma-
surabile cu functii etajate:

5.2.3 Teoremi. Fie E € L(R?) si f: E — R.
1). f € Ly(E) = 3fu)n CE(E) fut f.

punctual

2). § € L(E) = 3(fala € E(B), fo 2222 .

3). Daca functia f € L(FE) este marginita atunci exista un $ir (fn)n C

uniform

E(E) ai. fo " f.

Integrala functiilor de doua variabile se introduce urmand aceleasi etape
ca in cazul functiilor de o variabila. Fie E € £L(R?) si f : E — R; atunci
1). Dacd f=37%_, arXp, € E+(E) atunci:

J[san=[[ s mante) = kZp)lakMEk).

2). Daca f € L, (F) atunci:

[ e

3). Daca f € L(F) si daca macar una dintre integralele partii pozitive
/1 =sup{f,0} sau partii negative f~ = sup{—f,0} este finita, atunci:

[l [l [

O functie f € L(F) este p-integrabila daca integrala ei este finitd; vom
nota cu £'(E) multimea functiilor integrabile pe E si cu £} (E) submultimea
functiilor integrabile si pozitive. L£(E) se organizeazi ca spatiu vectorial
real fata de operatiile obignuite de adunare si Inm ultire cu scalari.

Se demonstreaz la fel ca in cazul unidimensional ca f € £(E) daci si
numai daca |f| € £} (E) si cd

‘//Efdﬂ' < [/ 1rian

Putem demonstra si aici teorema convergentei monotone

(fn)nCL+(E),fan=>//EfnduT//Efdu
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si lema lui Fatou: daca (f)n, C £4(F) si liminf,, f, : E — R atunci:

// hm inf fdu < hm inf // fndu.

Putem de asemenea formula si teorema lui Beppo Levi.

Integrala este numarabil aditiva in raport cu domeniul de integrare:
Oricare ar fi (E,), C £(R?) cu E,, N E,, = (), pentru orice n # m si oricare
ar fi f € LY (U2 E,), f € LY(E,), oricare ar fi n € N si

I 1= ] e

Aplicatia | - |1 : £Y(E) — Ry definitd prin ||f| = [[g|f|ldu.Vf €

L1(E), este o seminormi iar spatiul (L1(E),|| - ||1) este complet.
Rezultd ca si in cazul unidimensional c& spatiul cat L'(E) = £Y(E)|.
este un spatiu Banach fatd de norma || - ||; definiti prin ||[f]||1 = ||f]1 (aici

= noteaza egalitatea u-a.p.t.).
Putem formula si demonstra teorema convergentei dominate:
5.2.4 Teoremi. Fie E € L(R?), (fu)n € L(E) sig € LYE) a.i.
t.
1). fn &% [ st
2). | ful S g, a.p.t. pe E, oricare ar fin € N.
Atunci (fp)n C LYE), f € LYE) si

fl o

Vom mentiona o formuld de schimbare de variabila similara celei de la
functii de o variabila (vezi teorema 3.6.2).

5.2.5 Teoremi. Fie g = (g1,92) : R? — R? un difeomorfism de clasi C*
(g bijectie cu derivate partiale continue si g~ cu derivate partiale continue)

si fie B € L(R?). Oricare ar fi f € LY(g(E)), (fog)- W e LYE) si

fduzé(fog)-‘m dp

9(E)

In sfarsit se pot defini similar spatiile LP,1 < p < 400 si se pot demon-
stra proprietati similare cu cele din cazul unidimensional.
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5.2.6 Observatie. Toata aceasta constructie a integralei se poate usor
adapta pentru R®. Folosind integrala din R? putem da inci o formuld de
calcul a masurii multimilor din R?® (pe langs formula prezentata la (iv) din
5.1.23).

Pentru orice 2,y € R, putem defini sectiunea lui M € £(R?) prin (z,y):
M, ={z €R: (z,y,2) € M}.

Se poate arata ca M, ) € L(R), p-a.p.t. (z,y) € R?. Functia (z,y) —
A(M( ) este masurabild si pozitiva si

000) = [ M )dntan).

5.3 Teorema lui Fubini

5.3.1 Definitie. Fie A, B € L(R) si f € L(A x B). Urmatoarele integrale,
in cazul in care exista, se vor numi integralele iterate ale functiei f:

A(/Bf(a:,y)dA(yO d)x(x),/}g(/qu(w’y)d/\(x)) ().

In acest paragraf ne propunem si prezentim rezultate care permit redu-
cerea calculului integralei duble la calculul integralelor iterate.

In teorema 5.1.22 am aritat ci, pentru orice E € L(R?), E, € L(R),
aproape pentru orice z € R, functia x — A(E;) este pozitiva si masurabila
pe Rsi u(E) = [p M(E)dA(z). Inlocuind E cu X §i remarcand cd, pentru
orice z,y € R, x B, (y) = x (2, y), putem rescrie formula de calcul a masurii

" //R2 XEdMZ/R</RXE($ay)d>\(Z/)> dA(z).

Daca A, B € L(R) si E C A x B atunci formula de mai sus devine:

//AXB Xpgdh = /A (/B XE(x7y)d/\(y)> d\(x).

Vom arata ca relatia de mai sus functioneaza pentru orice functie masu-
rabila si pozitiva.

5.3.2 Teorema (teorema lui Tonelli). Daca f € L1 (Ax B), atunci functia
vy = f(z,:) : B — R este masurabila si pozitiva pe B, A-aproape pentru
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toti x € A, functia u : A — R, definita prin u(z fB x,y)d\(y) este
masurabila §i pozitiva pe A (in punctele x € A in care vy nu este integrabild
consideram u(x) = 0) i

/AXB fdu = /ud)\ sau
/AXBfa:y)du:cy /(/fgvyd)\ >d/\(x).

Demonstratie. 1). Presupunem intéi ca f = x, € £L1(A x B). Atunci
E e L(AXB), v, = XET,U(:L') = ME;), a.p.t. x € R i astfel demonstratia
este consecintad teoremei 5.1.22 si a observatiei facuta mai sus.

2). Fie acum f =", aiXp, € E+(Ax B)C Li(A X B).
Uy = Y i1 GiXp este deci masurabild a.p.t. x € Asiu(z) =7 ai\(Eiy)
este de asemenea misurabili si

//AXB o ; aiulE Z i / Eip)dA(z
/B (i “Xp, (y)> dk(y)] dA(z) =

:/A<gai)\(Eix)> dA(ﬂf):/A
/</fxyd)\ >d)\(a:).

3). Fie acum f € L, (A x B); atunci exista un gir de functii etajate
si pozitive, (fn)n C E4+(A x B), crescator, convergent la f (vezi 5.2.3).
Fie n € N oarecare; din punctul precedent, aproape pentru orice x € A,
v = fu(z,-) este masurabila. Rezulta ca sirul (v2), = (fu(z,-)), este un
sir de functii masurabile, a.p.t. = € A (o reuniune numarabila de multimi
neglijabile este neglijabild) si deci limita sa, v, = f(z,-) este masurabila pe
B. Deoarece v} = fp(z,-) T f(z, ) = v, putem aplica teorema convergentei
monotone (teorema 3.1.7) si obtinem

()—/ vpd\ = /fn d/\T/f NdA = /vxd/\:u(x).

Deoarece (uy)n este un sir de functii masurabile pe A, rezulta ca u este
masurabila si pozitiva pe A si, aplicand din nou teorema convergentei mono-
tone gi rezultatul de la punctul 2), obtinem:

//Angd“:hfl/mend”:“y/A</Bfn(x7y)d>\(y)> d\(x) =
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— lim /A - /A wd = /A ( /B f(x,y)dA(y)) dA(x). .

5.3.3 Observatie. Cu o demonstratie asemanatoare obtinem in ipotezele
teoremei lui Tonelli:

//AxB (z,y)dp(z,y) = /</fa;yd)\ )d)\(y).

Teorema urmatoare arata ca, daca functia f este integrabild pe A x B
atunci integralele iterate exista si sunt egale cu integrala functiei.

5.3.4 Teoremi (teorema lui Fubini). Fie A, B € L(R) si f € L'(A x B);
atunci functia v, = f(x,) : B — R este integrabild pe B, A-aproape pentru
toti x € A, functia u : A — R, definita prin u(z fB x,y)d\(y) este
integrabila pe A (in punctele x € A in care vy nu este integrabila consideram

u(x) =0) gi
/AXdeu /ud/\ sau

/Angwy)d“"’“"y /(/fwydA )d)\(x)_

Demonstratie. Fie f+ = sup{f,0} partea pozitiva gi f~ = sup{ f,0}
partea negativi a functiei f. Deoarece f € LY (AxB), f+, f~ € £} +(AxB) C
L+(A X B)

Rezulta din teorema lui Tonelli ca

/A><Bf+(x y)dp(e,y) = /(/f+wydA >d/\(ac)<+00§i
It = [ ([ e v <o

Rezultd ca v} = f*(z,"),v; = f~(z,-) € L1 (B); deci v, € L'(B), aproape
pentru orice x € A si de asemenea u™,u” € £ (A) si deci u € £L(A) si

Hoatie= J] o= f], e

:/A(/B(f+(:v,y)—f‘(az,y))d,\(y)> dA\(z) =
- /A </B f(x,y)dk(y)> dX(x).
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5.3.5 Observatie. Cu o demonstratie asemanatoare obtinem in ipotezele
teoremei lui Fubini:

/AXBf:cy)dwy /(/fxydA )dA(y)

Incheiem acest capitol cu un alt rezultat de iteratie pentru care nu mai
dam demonstratia.

5.3.6 Teorema. Fie f € L(A x B); dacd una dintre integralele:

//Amedﬂa/A(/B\f(ﬂzy)!dA(y)) dA(x),[B<A\f(x,y)ydA(x)> d\(y)

este finitd atunci

/Angd“:/</fx““ > /(/fwyd)\ )wy),

5.4 Exercitii

1). Fie A,B C R; daca A\*(A) = 0 atunci pu*(A x B) = 0 si deci
Ax Be L2

(Indicatie: Se va considera intai cazul in care B = [a, b] este un interval
marginit gi inchis gi apoi se va tine cont de faptul R se poate reprezenta ca
reuniune numarabila de astfel de intervale.)

2). Sa se arate ca orice dreapta din plan are masura Lebesgue zero.

(Indicatie: O dreapta paraleld cu axa Oy sau cu axa Oz este de forma
{a} x R sau respectiv R x {b} si rezultatul urmeaza din punctul precedent.

Fie acum o dreapta de ecuatie ¥y = ax + b; vom presupune ca a > 0.
Vom arata intai cd multimea E = {(z,ax +b) : > 0} este de masura zero.

. | 6 . . :
Pentru orice € > 0 fie &1 = |/ — si fle sirul (z7,), unde z5 = 0 si 27, =
am

1 1
€1- <1 + B + -+ >, oricare ar fi n € N*. Vom construi intervalele inchise
n

o =[5, 25 1] % [axg, + b, ax, 4+ b],Vn € N. Se aratd ca E C (J,— Jn si
ca Y tolnl =€)

3). Fie E = [0,1] x {0}, F = {0} x [0,1] C R?; s se arate ci u(E) =
pw(F)=0sicap(BE+F)=1(E+F={x+y:xe€ E,yecF}).

4). Folosind formula data in teorema 5.1.22 sa se calculeze p(E), unde
E={(z,y) e R? : 2% + 42 = r?}.
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5). Sa se calculeze (M) unde M = {(z,y,2) € R? : 22 + 9% + 22 < 2}

6). Si se arate ci daci A,B € L(R), f € LY(A) si g € LY(B) atunci
functia h : AX B — R h(x,y) = f(x)-g(y),V(z,y) € A x B, este integrabila
pe A x B si

[0 s = o))

7). Fie f : [-1,1] x [-1,1] — R definita prin

o % )(1"7?/)7&(070)
f(w’y)_{ S (2,) =

Sé se arate ci f ¢ £([—1,1] x [-1,1]) dar

/[1:11 </{1,1] ﬂx,y)dA(y)) = /{1,1] </{1,1] f(x’y)d/\(x)) )

8). Sa se calculeze ff[o 1x[04+00) € 7 sin (2zy)du(z,y). Si se arate ca

00 : 2 1
/ ey . XY dy == -Inb.
0 Yy 4




Capitolul 6

Masuri reale

In teorema 3.3.1 am vizut ci integrala unei functii poate fi privita ca o
functie de multime numarabil aditivd in raport cu multimea pe care in-
tegram. Acest lucru justifica interesul pentru functiile de multime reale
numarabil aditive. Vom aborda in acest capitol cateva dintre proprietatile
interesante ale acestor functii. Vom arata ca orice astfel de functie este
diferenta a doua masuri pozitive i vom prezenta conditiile in care astfel
de functii pot fi reprezentate ca integrale ale unor functii masurabile. Ul-
timul paragraf al capitolului prezinta relatii profunde ale teoriei masurii cu
problema diferentiabilitatii functiilor.

6.1 Teoreme de reprezentare

In acest capitol vom folosi notiunile si rezultatele din paragrafele 1.4, 2.4 si
3.4, intitulate generic “Cadru abstract”.

Fie X o multime abstracta si A o o-algebra de parti ale lui X; oricare
ar fi B € A, vom nota cu A(B) familia multimilor C' C B,C € A. A(B)
este o o-algebra pe B. Fie acum p : A — [0, 4+00] = R, o masurs pozitiva
completa si o-finita pe X. Vom nota cu M(X) spatiul vectorial al functiilor
reale masurabile pe X si cu M4 (X) submultimea functiilor masurabile si
pozitive.

Pentru orice f € M (X), am definit in paragraful 3.4 integrala prin

/ fduzsup{/ ey p € E4(X), 0 < f} € [0, +oc].
X X

Li(X ) noteaza multimea functiilor masurabile gi pozitive care au integrala
finita.

139
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In sfarsit, oricare ar fi f € M(X) cu f~ = sup{—f,0} € L1 (X), fie
vy A— (—o0,+00| definitd prin

vi(B) = /deu = /Bf+du — /de,u, oricare ar fi B € A.

Daca si ft € LL(X) atunci vy ia valori in R; in acest caz functia f este
integrabild pe X. Am notat cu £(X) spatiul vectorial al functiilor integra-
bile pe X. Am aratat in teorema 3.4.14, punctul 4), ca integrala Lebesgue
este numarabil aditiva in raport cu domeniul de integrare; rezulta ca vy este
o functie de multime numarabil aditiva. Acest exemplu justifica extinderea
notiunii de masura.

6.1.1 Definitie. Fie v : A — (—o00,+00|; v se numeste masura reala
daca verifica:

1). v(0) =0,
o e}

2). v (U Bn> = ZV(Bn), pentru orice sir (Bp), C A format din
n=1

n=1
multimi disjuncte doua cate doua.

Rezultatele din acest capitol sunt valabile si pentru masuri care iau valori
in [—o0, +00).

O masura v care ia valori in R = (—00,4+00) se numeste masura reald
finita. v se numeste o-finita daca exista o partitie numarabila a lui X,
{X, :n € N} C A, aga fel incat v(X,,) € R, oricare ar n € N.

Asa cum am observat mai sus, oricare ar fi f € M(X) cu f~ € L1 (X)),
vy A — (—o0,+o0] definité prin vy(B) = [5 fdu, este o misura reald; se
va spune ca vy este masura generata de functia f. Dacad f € £1(X)
atunci vy este o masura reala finita.

O masura reald pastreaza unele dintre proprietatile unei masuri pozitive
(vezi teorema 1.4.7):

6.1.2 Propozitie. Fie v: A — (—00,+00] 0 masura reald; atunci:
1). v este finit aditiva:
v(BUC)=v(B)+v(C),VB,C e AcuBnNC=1.
2). v este substractiva:
v(B\C)=v(B)—-v(C),VB,C e A cuCCB siv(C) < +oc.
3). v este continud pe giruri crescatoare:
v(U,2, Bn) = lim, v(By), Y(Bn)n C A, sir crescator.
4). v este continud pe giruri descrescatoare:
v(Noey Bn) = limy, v(By), Y(Bn)n C A, sir descrescator cu v(By) < +o0.
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Demonstratie. 1). Fie By = B, B, = C si B, = (), pentru orice n > 3;
atunci v(BUC) = v(U;2y By) = > v v(By) =v(B)+v(C)+v(0)+- -+
v(0) +---=v(B)+v(C).

2). B = (B\ C)UC,; folosind finita aditivitate a lui v rezulta ca v(B) =
v(B\C)+v(C) si cum v(C) < +o0, v(B\ C) =v(B) —v(C).

3). Fie B = |J;7 | By,. Dacé existd ng € N aga fel incat v(By,) = +oo,
atunci, oricare ar fi n > ng, v(By) = v(By \ Bny) + v(Bn,) = +00 si deci
v(B) =v(B\ By,) + v(Bn,) = +00 = lim,, v(By,).

Sa presupunem acum ca v(B,) < +oo, oricare ar fi n € N*. Atunci
din B=B1U (B2 \ B1)U---U(B,\ Bp_1) -+, rezulta ca v(B) = v(B;) +
V(B2 \ B1) + -+ +v(Bp \ Bno1) -+ = v(B1) + 20 [v(Bn) — v(Broa)] =
v(B1) 4 lim, Y p_o[v(Bg) — v(Bg—1)] = lim,, v(By).

4). Fie B = (2, By; deoarece v(B1) = v(B1\ By) +v(By), oricare ar fi
n € N*siv(B;) = v(B1\ B)+v(B), rezulta ca v(B) < +o00 si v(By,) < +00,
oricare ar fi n € N*.

Sirul (B1 \ By)n este crescétor si (Jo-;(B1 \ By) = Bi \ B. Folosind
proprietatile 2) si 3), v(By) — v(B) = v(B1 \ B) = lim,v(B; \ By) =
v(By) — lim, v(B,,) de unde rezulta proprietatea de continuitate pe siruri

descendente. .

6.1.3 Observatie. Misurile reale nu verifica toate proprietatile masurilor
pozitive din teorema 1.4.7.

Astfel, in general, o masura reald nu este monotona. intr—adevér, fie
f:10,2] — R functia definita prin f(z) = { _1 :z 2 8112]} . feL0,2))
sl masura finita generatd de ea este definita prin v;(B) = A(B N [0,1]) —
A(B N (1,2]), oricare ar fi B € L£([0,2]) (vezi definitia 6.1.1). Multimea
[0,1] € £([0,2]), v¢(]0,1]) = 1 dar v¢([0,2]) = 0.

Proprietatea de finita subaditivitate (si deci si aceea de numarabild sub-
aditivitate) nu este de asemenea verificata de masurile reale. Pentru functia
f de mai sus s consideram multimile masurabile B = (2,2] si C = [0, 3);
atunci vp(BUC) = v£([0,2]) =0 > —% = vp(B) + v4(C).

6.1.4 Definitie. Fie v : A — (—00,+00] 0 masura reala. O multime
B € A se numeste multime v-pozitiva (v-negativa) daca, oricare ar fi
CeAB) (CeAsi C CB),v(C) >0 (respectiv v(C) < 0). Daca B este
v-pozitiva (v-negativa), atunci v(B) > 0 (v(B) < 0).

Multimea B € A se numeste v-nuld daca este atat v-pozitiva cat si v-
negativa. B este v-nula daca si numai daca v(C') = 0, oricare ar fi C' € A(B).
Daca v este o masura pozitiva atunci ea este monotona si deci B este v-nula
dacd si numai daca v(B) = 0.



142 CAPITOLUL 6. MASURI REALE

6.1.5 Exemplu. Fie f € M(X) cu f~ € LL(X) si fie vy masura generata
de functia f. Multimea X = (f > 0) este vy-pozitiva, X~ = (f < 0) este
vr-negativa iar (f = 0) este vg-nuld. Reamintim ca (f > 0) = {z € X :
f(xz)>0}; (f <0)si (f =0) se definesc in mod asemanator.

In plus, X este o multime maximal& cu proprietatea mentionatd in
sensul cd, oricare ar altd multime v-pozitivi B € A, vp(B\ XT) = 0.
Intr-adevir, deoarece B\ X € A, B\ X* C B, vy(B\ A*) > 0; daci am
presupune v¢(B\ AT) > 0 atunci

0<uf(B\A+)=/

B\A+

ceea ce este absurd. Se poate chiar observa c& B\ AT este multime vp-nula.
O proprietate de maximalitate asemanatoare putem formula i pentru
multimea X ~: pentru orice multime vy-negativa B € A,vp(B\ X7) = 0.

6.1.6 Propozitie. Fie v : A — (—o0,+0o0] o masurd reald si fie E € A
cu v(E) < 0. Emista atunci o mulfime F' € A(E) (F CE si F € A), F
multime v-negativa astfel incat v(F) < 0.

Demonstratie. Daca E este v-negativa atunci multimea F' = FE verifica
concluzia propozitiei.

Sa presupunem ca E nu este v-negativa; atunci E are submultimi de
masura strict pozitiva. Fie ny cel mai mic numar natural pentru care exista
E, € A(E) cuv(Ey) > nil Daca E \ E; este v-negativa consideram F' =
E\ E;. Deoarece v(E) = v(FE1) + v(F) < 0, rezultd ca v(F) < 0 si deci F
verifica concluzia.

Daca E \ Fj nu este v-negativa atunci va contine submultimi cu masura
strict pozitiva. Fie atunci ny cel mai mic numar natural pentru care exista
Ey € A(E\ Ey) cuv(Ey) > 7712 s.a.m.d.

Daca Fy, = FE '\ (F1 U---U Eg_1) este v-negativa atunci F' = F, verifica
concluzia. Daca Fj nu este v-negativa atunci are submultimi de maéasura
strict pozitiva, gi consideram n; cel mai mic numar natural pentru care
exista Ey € A(Fy) cu v(Ey) > é, s.a.m.d.

Daca prin constructia de mai sus nu se produce o solutie F' a prob-

lemei dupd un numér finit de pasi, atunci consideram F = (2, Fy =

o

E\ (U E) |. Deoarece 0 > v(E) > —oo, » -2 v(E;) > 0si v(E) =
n=1

v(F)+> 02 v(Ey), rezultd cA v(F') € (—o0,0) sidecica oo, v(Ej) < 4o00.

Pentru orice k > 1, nik < v(Ey), de unde Y 72, é < 400 si deci ng — 400.
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Sa aratam ca F verifica concluzia propozitiei.

Presupunem ca F' nu este v-negativa; fie atunci G € A(F) astfel incat
v(G) > 0. Atunci existd N € N astfel incat v(G) > # si deci existd k € N cu
N < ny. Faptul cd G C Fy = E\ (E1U---UE;_1) si v(G) > % contrazice
proprietatea lui ny de a fi cel mai mic numar natural pentru care exsita
Ek - Fk cu V(Ek) > %

Deci multimea F este v-negativa si, cum v(F) < 0, ea verifica concluzia
propozitiei. -

Propozitia precedenta isi dovedegte utilitatea in demonstratia teoremei
de descompunere a lui Hahn.

6.1.7 Teorema (teorema de descompunere lui Hahn).
Fiev: A — (—o0,+00] 0 masurad reald; exista doud multimi E,F € A, E
v-negativd, F v-pozitivd astfel incit X = EUF si ENF = (.

Oricare ar fi o altd pereche de mulfimi E', F' cu aceleasi proprietdifi,
multimea EAE' = FAF' este v-nuld.

Demonstratie. Fie a = inf{v(B) : B € A, B v-negativa} si fie un sir
de multimi v-negative (Bp)p>1 C A asa fel incat v(B,) | a. Vom nota
E = J;2, By si vom considera (Cp)p>1 sirul disjunct asociat lui (By)p>1:
Ci = B1,Cp, =By \ (B1U---UBy,_1),¥n > 2. Sirul (Cp,)n>1 este format
din mul{imi v-negative disjuncte doud cate doua si E = (7 ; Cp.

Oricare ar fi C € A(E),v(C) =v(CNU;2, Cn) => 22, v(CNCy) <0.
Deci E este v-negativa. Atunci, oricare ar fi n € N*, v(E \ B,,) < 0 si deci
v(E) = v(By) +v(E\ By) < v(By). Trecand la limita pentru n — +o0
obtinem v(E) < lim, v(B)) = a. Din modul in care a fost definit a rezulta
ca v(E) = a.

Fie F = A\ E; daca presupunem ca F' nu este v-pozitiva, atunci exista
B € A(F) asa ca v(B) < 0. Folosim acum propozitia 6.1.6; exista deci
C € A(B) v-negativa asa ca v(C) < 0. Atunci E U C este v-negativa si
v(EUC)=v(E)+v(C)=a+v(C) < a ceea ce contrazice definitia lui a.

Deci F' este v-pozitiva si astfel perechea de multimi E, F' verifica con-
cluzia teoremei.

Fie acum E’, F’ o alta pereche de multimi, E’ v-negativa, F’ v-pozitiva,
X=FEUF g ENF =0.

Evident E\ E' = F¢\ (F')* = FCNF = (F)\ F (F¢ = X \ F -
complementara lui F'). Oricarear fi B€ A, BC E\E = (F')\F,v(B)<0
(E este v-negativa) si v(B) > 0 (F' este v-pozitiva). Rezultd ca v(B) = 0.
Similar F'\ F' = (E') \ E si, oricare ar i B€ A/ B C F\ F' = (F')\ E,
v(B) = 0. Deci EAE' = FAF' este o multime v-nula.
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6.1.8 Definitie. Fie v : A — (—o00,+00] 0o masura reala; o pereche de
multimi din A, (E, F'), se numeste o descompunere Hahn a multimii X
in raport cu v daca E este v-negativa, F' este v-pozitiva, X = F U F si
ENF=4.
Teorema precedenta ne-a aratat ca o multime X admite descompuneri Hahn
in raport cu orice masura reald v; orice doua descompuneri coincid cu
exceptia unor multimi v-nule.

Fie fe M(X) cu f~ € LL(X); asa cum am observat in exemplul 6.1.5,
o descompunere Hahn a lui X In raport cu masura vy generata de f este
(X7, XT),unde X~ =(f<0)={r e X: f(z) <0}iar XT =(f>0) =
{re X : f(x) > 0}.

6.1.9 Definitie. Fie vj,1v5 : A — (—00, +00| doud masuri reale; v si v5 se
numesc singulare sau ortogonale daca exista o multime vi-nula, E € A,
aga fel incat £ = X \ F este vp-nuld. Vom nota aceasta situatie cu vy L vy.
Daca v si 19 sunt masuri pozitive atunci v; L 15 daca gi numai daca exista

E € A asa fel incat v1(E) =0=1»(X \ E).

Fie f,g € M (X) astfel incat f = 0 a.p.t. pe E € Asi g =0 a.p.t.
pe X \ E; atunci vy L vy, unde vy si v, sunt masurile reale generate de f
respectiv g.

Urmatoarea teorema ne permite sa descompunem orice masura reala
intr-o diferenta de masuri pozitive.

6.1.10 Teorema (teorema de descompunere a lui Jordan).
Pentru orice masurd reald v : A — (—00,+00] exista doud masuri pozitive,
vt v™ A= Ry, astfel incat v =vt —v™ sivt Lv™.

Aceasta descompunere este unicd.

Demonstratie. Fie (E, F') o descompunere Hahn a multimii X in ra-
port cu v; E este v-negativa, F este v-pozitivd, X = FUF si ENF = (.
Definim v*,v~ : A — R, prin v(B) = v(F N B),v (B) = —v(E N B),
oricare ar fi B € A. Este usor de observat ci v*,r~ sunt misuri pozi-
tive pe X, v~ este finita si cd, oricare ar i B € A, v (B) — v (B) =
v(FNB)+v(ENB)=v(EUF)NB) =v(B).

In plus, vT(E) = v(FNE)=0=—v(ENF) = v (F) = v (X \ E);
deci vt L v,

Fie acum v = v; — 5 0 alta descompunere a lui v ca diferenta de masuri
pozitive singulare. Deoarece v L vy, exista Fy € A astfel incat vy (Fp) =
(X \ E1) = 0. Atunci (E7,X \ E1) este o alta descompunere Hahn a lui
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X in raport cu v. Intr-adevir, oricare ar i B € A(E)),v(B) = vi(B) —
ve(B) = 0 — 1»(B) < 0 (v este masura pozitiva si deci este monotona:
0 < 11(B) < vi(E)) = 0). Deci E; este v-negativi. In mod asemanstor se
arata ca X \ Ep este v-pozitiva. Conform teoremei 6.1.7, EAE; = FAF;
este o multime v-nuld (am notat F; = X \ Ep). Atunci, oricare ar fi B € A,
v(F\Fi1)NB)=0=v((F\ F)NB) de unde

vi(B)=v(FNB)=v(F\F1)NB)+v(FNF,)NB) =

=v(iNF)NB)=v((FiNF)NB)+v((F1\F)NB) =
= Z/(Fl N B) = Vl(Fl ﬁB) - I/Q(Fl ﬂB) = 1/1(F1 N B) = Vl(B).

Similar se arata ca v~ (B) = va(B). .
6.1.11 Definitie. Misurile pozitive singulare v, v~ cu proprietatea ci
v = vT — v~ formeazd descompunerea Jordan a méisurii v; aplicatia
lv| : A — R, definita prin |v| = v + v~, este o misurd pozitiva care se
numeste variatia totala a masurii v.

Fie fe M(X)cu f~ € L}F(X); o descompunere Hahn a lui X in raport
cu masura vy generatd de f este (X7, XT), unde X~ = (f < 0) = {z €
X : f(z) < 0}iar Xt = (f >0) ={z € X : f(zx) > 0} (vezi definitia
6.1.8). Sa observam cd r € X daci si numai daca f(z) = sup{f(z),0} =
fH(z); deci Xt ={z € X : f(x) = fT(x)}. Atunci, oricare ar fi B € A,
vi(B) = vi(XTNB) = [ying fdu = [5 fHdp. Similar, v (B) = [, f~dp.

f X+nB B f B
Rezulta ca U;_ este masura generatd de f* si vy este masura generata de
f~. Variatia totala a lui vy = V;[ + vy va fi masura pozitiva generata de

fr+m =111
Explicatia denumirii de variatie totala o gasim in urmatoarea teorema.

6.1.12 Teorema. Fie v : A — (—oo,+00]| o masura reald; variatia totala
a lui v, |v|, are urmatoarele proprietati:

1). W|(B) = sup{3>j_; [v(B)| : n € N*,{By, ..., Bn} € Ilp}, unde Ilp
noteaza familia tuturor partitiilor finite ale lui B cu elemente din A.

2). sup{[v(C)| : C € AB)} < [WI(B) < 2-sup{|u(C)| : C € A(B)},
oricare ar fi B € A.

3). |v| este cea mai mica dintre masurile pozitive u care au proprietatea
ca |v(B)| < u(B), oricare ar fi B € A.
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Demonstratie. 1). Fie {By,..., B,} € IIp arbitrara; atunci

n

(%) W[(B) =Y [vI(By) = Y W (By) + v (By)] =
k=1

k=1
> (B — v (By)| =) v(By)l.
k=1 k=1

Pe de alta parte, daca (E, F') este o descompunere Hahn a lui X in raport
cuv, atunci {ENB,FNB} €llp si
W(ENB)|+|v(FNB)| = -v(ENB)+v(FNB) =v (B)+v"(B) = v(B).

Rezulta ca

lv|(B) < sup {Z v(Bg)| :n € N* {By,...,B,} € HB}

k=1
ceea ce, in baza inegalitatii (%), demonstraza egalitatea de la 1).
2). Oricare ar i Be Asi C € A(B),{C,B\ C} €Ilp si deci
w|(B) = [v(C)| + [v(B\ C)| = [v(C) + v(B\ C)| = |[v(C)].
Deci sup{|v(C)|: C € A(B)} < |v|(B).

Daca (E, F) este o descompunere Hahn a lui X atunci
|v|(B) =vH(B)+v (B)=v(BNF)-v(BNE) =
=w(BNE)|+|v(BNF)| <2 -sup{|v(C)|: C € A(B)}.
3). Utilizand prima inegalitate de la punctul precedent, rezulta ca |v|
este o mésura pozitiva a.l. [v(B)| < [v|(B), oricare ar fi B € A.
Fie acum p : A — Ry o masurad pozitiva arbitrara cu proprietatea ca

|v(B)| < u(B), oricare ar fi B € A si fie (E, F) o descompunere Hahn a lui
X. Atunci, oricare ar fi B € A,

v|(B)=v(BNF)—v(BNE)=[v(BNE)|+|v(BNF)| <
<u(BNE)+p(BNF) = u(B).

Deci |v| < p. .

6.1.13 Observatie. Fie v : A — (—o00,+00] 0 masura reala si fie |v|
variatia totala a ei. Atunci o multime B € A este v-nula dacd gi numai
daci |v|(B) = 0. Intr-adevir, conform definitiei 6.1.4, B este v-nuli daci
si numai daca v(C) = 0, pentru orice C' € A(B), ceea ce este echivalent cu
sup{|v(C)| : C € A(B)} = 0. Punctul 2) al teoremei precedente ne arata ca
aceasta revine la |v|(B) = 0.
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6.2 Teorema Radon-Nikodym

Fie f € M(X) cu f~ € £L1(X) si fie vy : A — (—00, +00] misura generati
de functia f; am definit v;(B) = [ fdu si am observat in definitia 6.1.11 c&
lvg|(B) = [ |f|dp. Punctul (i) al teoremei 3.4.8 ne asiguré c4, daca pu(B) =
0, atunci |v¢|(B) = 0 adica, conform observatiei 6.1.13, B este multime v-
nuld. Vom arata in acest paragraf ca aceasta proprietate caracterizeaza
masurile generate de functii masurabile: orice masura reala a carei variatie
totala se anuleaza pe multimile p-nule este generata de o functie masurabila.

6.2.1 Definitie. Fie v : A — (—o00,+00] 0 masura reald; v se numeste
masura absolut continua in raport cu masura p daca, pentru orice
B e Acupu(B)=0, |v|(B) =0. Vom nota in aceasta situatie v < p.

6.2.2 Propozitie. v < u daca si numai daca, pentru orice € > 0, exista
0 >0 a.i., oricare ar fi B € A cu pu(B) <6, |[v(B)| <e.

Demonstratie. Suficienta. Presupunem ca, pentru orice € > 0, exista
0 > 0 al., oricare ar i B € A cu u(B) < 6, [v(B)| < esifie Be Acu
u(B) = 0. Oricare ar fi C € A(B), u(C) = 0 < §; atunci |v(C)| < e.
Deoarece ¢ este arbitrar, rezulta ca v(C) = 0. Astfel B este v-nuld si deci
|v|(B) = 0 (vezi observatia 6.1.13).

Necesitatea. Vom rationa prin reducere la absurd; presupunem ca v < p
si ca exista eg > 0 asa fel incat, oricare ar fi k € N, exista By € A cu u(By) <
5% = 0 81 [V|(By) > [v(By)| > 0. Fie B = limsup, B, = (2, Up, Bx €
A; oricare ar fi n € N,

w(B) < p (U Bk> <Y B <Y =
k=n k=n

k=n

Rezulta ca pu(B) = 0 si, conform ipotezei, |v|(B) = 0. Pe de alta parte, din
punctul 9) al teoremei 1.4.7, |v|(B) = |v|(limsup,, B,) > limsup,, |v|(B,) >
€0, ceea ce reprezinta o contradictie. -

6.2.3 Observatii. (i) Din propozitia precedenta putem afirma ca proprie-
tatea unei masuri v de a fi absolut continua in raport cu p este, asa cum
ii sugereaza si denumirea, efectiv o proprietate de continuitate; vom putea
scrie v < p <= lim, gy v(B) = 0.

vt <,

ii) Din definiti Ita ca = —
(ii) Din definitie rezulta ca v < p lv| < p {V <
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(iii) Atat din definitie cat si din teorema 3.4.14 se observa ca, daca vy
este masura generata de functia masurabila f, atunci vy < p. Vom arata
ca si reciproca este adevarata.

6.2.4 Teorema (teorema Radon-Nikodym). Fiev : A — R o mdsurd reala
finita absolut continud in raport cu mdsura pozitiva i o-finita p. Atunci
existd o functie integrabild f € L1(X) astfel incit v = v sau

v(B) = / fdu, oricare ar fi B € A.
B
Functia f este unic determinata pand la o multime de p-mdasurd nuld.

Demonstratie. Existenta. Vom face demonstratia In mai multe etape.
1). Presupunem ca v este o masura pozitiva finita si ca pu(X) < +oo. Fie

F= {g e LL(X): / gdp < v(B), oricare ar fi B € A} .
B

Deoarece 0 € F, F # 0. Fie L = sup{ [y gdp : g € F} < v(X) < +o0 s
fie (gn)n C F asa fel incat [y gndp 1 L.

Putem presupune ca sirul (g,)n>1 este crescator. Intr-adevir, putem
construi sirul (hp)p>1, definind h, = max{gi,..., g}, oricare ar i n €
N*.  Atunci (hn)n>1 este evident crescator. Sa aratam prin inductie ca
(hn)n>1 € F. hy = g1 € F. Presupunem ca hy,...,h, € F; hpp1 =
max{g1, ..., 9n, gn+1} = max{hy, gni1}. Fie C = (h, > gn+1) € A; atunci,
deoarece hy,, gn11 € F, oricare ar fi B € A,

/ hp1dp = / hndp + / gn+1du < v(BNC)+v(B\C)=v(B).
B BNC B\C

Rezulta ca hn41 € F; deci (hp)p>1 € F. Deoarece g, < hy, oricare ar
fin e N [ygndp < [y hndp, oricare ar fi n € N*; astfel [y hpdp 1T L.
Deci sirul (hy, ), poate lua locul girului (g, ),. Putem astfel presupune de la
inceput ca (gn)n este crescator.

Fie A = {z € X : lim, gn(z) = 400} = {z € X : sup, gn(z) = +o0};
observam ca A = (1 U;—1(gn > k) € A. Daca presupunem ca pu(A) =
a > 0, atunci, oricare ar fi k € N* exista ny € N* ai p(gn, > k) > a si
atunci

k-a <k-p(gn, > k) S/

Gnpdp < / gn,dp < L, oricare ar fi k € N*,
(an >k3) X
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ceea ce este absurd. Deci pu(A) = 0 si, deoarece v < p, v(A) = 0.
lim, g,(z) ,z€ X\ A,
0 ,zeA

Functia f este masurabila (vezi si exercitiul 4 de la 2.5) si pozitiva si, pe

multimea X \ A, g, T f. Folosind teorema convergentei monotone pe X \ A

obtinem fX\A gndp T fX\A fdu < L. Pe de altd parte, utilizind teorema

3.4.8, [, fdu=0= [, gndp. Rezultd ca f € L1 (X) s Jx gndie T [ fdp.

Deci [ fdu = L.

Folosind iar teorema convergentei monotone pe B\ A, obtinem:

Fie atunci f : X — R, definita prin f(x) = {

/ fd,u:/ fd,uzlim/ gndp < v(B\ A) =v(B),VB € A.
B B\A n o)A

Deci f € F.

Vom demonstra ca f este functia cautata.

S& presupunem ci existd By € A asa fel incat [ B, fan < v(By). Ob-
servam ca pu(Bp) > 0 (daca presupunem ca p(Bp) = 0 atunci si v(By) = 0
si inegalitatea strictd de mai sus nu ar putea avea loc).

Atunci exista € > 0 aga fel incat

0(By) = v(Byp) — : fdu—¢e-p(Bo) > 0.

Definim 6 : A — R, prin
0(B) =v(B) — / fdu —e - p(B), oricare ar fi B € A.
B

Se observa imediat ca 6 este o masura reala si 6(By) > 0. Teorema lui Hahn
ne asigura existenta a doud multimi £, F € A, ENF =0, X = EUF asa
fel incat F este f-negativa si F este f-pozitiva.

Deoarece 0 < 0(By) = 0(BoNE) +60(ByN F), rezulta ca (ByNF) >0
si deci (F) > 0.

Pentru orice B € A, (BN F) > 0 deci

fdu+e-p(BNF)<v(BNF).
BNF

Atunci

/(f+5'XF)dM:/fdu—IrE-u(BﬂF):
B B

= fdu+ fdu+e-w(BNF)<v(B\F)+v(BNF)=v(B).
B\F BAF
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Rezulta ca f +¢e- x, € F si deci

LZ/X(ere-xF)d,u:/deu+8'u(F):L+6-,u(F).

Din relatia de mai sus p(F) = 0 si, cum v < p, v(F) = 0. Rezultd ca
O(F) = 0 ceea ce contrazice 8(F") > 0.

Contradictia la care am ajuns araté ca ipoteza ca exista By € A asa fel
incat [z fdu < v(Bo) este falsa.

Deci, oricare ar fi B € A,v(B) = [ fdu ceea ce arata ca functia f
verificd concluzia teoremei: v = vy.

2). Sa consideram acum cazul in care v este o masura finita pozitiva
iar p este masurd pozitiva o-finitd. Fie (X,)n>1 € A un sir crescator de
multimi asa fel incat (J,2; X, = X si p(X,) < 400, oricare ar fi n > 1.
Oricare ar fi n > 1, definim py,, vy, : A — Ry prin p,(B) = p(B N X,) si
vn(B) = v(B N X,), oricare ar fi B € A. Deoarece, pentru orice n € N*,
Vp < 1y, putem aplica punctul precedent al demonstratiei si gasim functiile
fn pozitive si pn-integrabile pe X asa fel incat

vn(B) = / fndpin, oricare ar fi n € N* gi oricare ar fi B € A.
B

S& observam ca p,(B) = p(B) si vp(B) = v(B), oricare ar i B € A, B C X,
si vn(B) = pn(B) = 0, oricare ar i B C X \ X,,; rezulta c&, oricare ar fi
BeABCX,C Xpi1,

/B<fn+1 — fa)dp = /Bfn—i-ldﬂn—&-l - /Bfndﬂn =

=vnt1(B) —vn(B) =v(B) —v(B) = 0.

Datorita punctului c) al teoremei 3.4.9, f,, = fn,4+1 a.p.t. pe multimea B,.
De asemenea orice functie p,-integrabila este u-integrabila (vezi exercitiul
28 de la 3.7). Rezulta c& (fy)n>1 C L1 (X).

Definim atunci in mod consistent f : X — R prin f(z) = f,(z), daca
x € By, Oricare ar fi a € R, f~1(—00,a) =, fn ' (—00,a) € A. Rezultd
ci functia astfel definita este miasurabild si pozitiva. Folosind proprietatea
de continuitate a masurilor pe siruri ascendente (vezi punctul 6) al teoremei
1.4.7) obtinem, pentru orice B € A,

/ fdu =lim fdp =lim fndpy, =limy, (BN X,) =
B " JBNX, " JBnX, n
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= h,?l(B NX,) =v(B).

In particular Jx fdp = v(X) < +oo si deci f € L£L(X).

3). Fie acum v o masura reald finita oarecare absolut continua in raport
cu masura pozitiva si o-finitd p. Fie v 4+ v — v~ descompunerea Jordan a
masurii v. Din punctul (ii) al observatiei 6.2.3 rezultd cd v < psiv- < p.
Putem aplica acum cazul precedent al demonstratiei: exista g,h € Lfr(X )
asa fel Incat

vT(B) = / gdu siv—(B) = / hdy, oricare ar i B € A.
B B

Functia f = g—h este integrabila in raport cu u si verifica concluzia teoremei.
Unicitatea. S& presupunem ci existéi dous functii fi, f» € £1(X) asa fel
incat, oricare ar fi B € A,

V(B)—/Bfldﬂ—/szdM-

Atunci [(f1 — fo)dp = 0, oricare ar fi B € A. Teorema 3.4.9 ne asigura

atunci ca f; = fo, u-a.p.t. -

6.2.5 Observatii. (i) Teorema se poate extinde cu ugurinta la cazul in
care v este o masura realda o-finita absolut continua in raport cu mésura
pozitiva si o-finita u; in acest caz insa functia f va avea integrala, fara a fi
in mod necesar integrabila.

(ii) Daca tinem cont de punctul (iii) al observatiei 6.2.3 si de teorema
Radon-Nikodym, putem afirma ca, daca v este o masura reala finita, atunci
v < 1 daci si numai daci existd f € £1(X) asa fel incat v = vs.

6.2.6 Definitie. Functia f € £'(X) a cirei existentd a fost probata in

teorema Radon-Nikodym se numeste derivata Radon-Nikodym a masurii
N o . dv
v in raport cu masura pu; se noteaza f = —.
dp

O demonstratie asemanatoare cu aceea a teoremei Radon-Nikodym se

poate da pentru urmatoarea teorema de descompunere datorata lui Lebesgue.

6.2.7 Teorema (teorema de descompunere a lui Lebesgue). Pentru orice
masurd reald finita 0 : A — R, exista doud mdsuri reale v,p : A — R asa
felincatv < pu, p L psi0=v+p.

Incheiem acest paragraf cu un rezultat care exprima integrala in raport
cu o masura v < p cu ajutorul integralei in raport cu pu.
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6.2.8 Teorema. Fie v : A — Ry o madsurd pozitiva, finita, absolut con-

v
tinud in raport cu mdsura pozitiva §i o-finitd p i fie f = T € L}F(X)
"

derivata sa Radon-Nikodym. Atunci

/ gdy = / g-fdu = / g <dl/> du, oricare ar fi g functie v—integrabild.
X X X dp

Demonstratie. S& consideram intai g = x 5, unde B € A; atunci

/ngu:V(B):/deM:/XXB.fdM:/Xg_fdM_

Acest rezultat se extinde imediat la orice functie etajata si pozitivd g €

E+(X).
Sa& consideram acum g € My (X); atunci exista (gn)n C E4(X) asga fel
incat g, 1 g. Teorema convergentei monotone ne permite sa scriem

/gduzlim/ gndV:lim/ gn~fdu:/g-fd,u.
X noJx noJX X

Fie acum g o functie v-integrabild; atunci [y g™dv < +o0, [y g~dv < +o0,
fX ghtdv = fX g - fdu si fX g dv = fX g~ - fdu. Scazand ultimele doua
relatii obtinem rezultatul dorit. .

6.3 Diferentierea functiilor reale

6.4 Exercitii
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